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1 Introduction

1.1 Les séries de Coleman

On suppose ici que p est un nombre premier, F' une extension finie de Q, (dont on fixe
dorénavant un plongement dans C,), ¢ = p" le cardinal du corps résiduel kp de F, et F un
groupe de Lubin-Tate d’anneau des endomorphismes ’anneau Op des entiers de F. Notons 7
une uniformisante de Op, F,, l'extension de F' engendrée par les points de mwp-torsion de F,
et Foo = JF,. Soit (n,) un générateur du module de Tate de F (i.e. la limite projective des
modules des points de m-torsion de F). Si K est une extension finie de F', on note K,, = K F), et
Ko = K F,. Enfin, on note G = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K, et I'rr = Gx /Gxc . -
Enfin, on note x# le caractere associé au groupe de Lubin-Tate F.

Dans [Col79], Coleman a montré le résultat suivant.

Théoréme 1.1.1. Soit u = (u,) un élément de @OF", ot la limite projective est prise pour
les applications normes. Alors il existe une unique série entiére Col,(X) € Op[[X]] telle que
Coly(nn) = uy, pour tout n € N.

On trouve ainsi un morphisme injectif de lim O, dans Op[[X]]. De plus, les séries f, vérifient

H Coly (X +7 a(m)) = Colu([7r] £ (X)).
oc€Gal(F,/F)

Ce morphisme (ou une variante, selon les auteurs) est habituellement appelé I'isomorphisme de
Coleman.

Ce résultat joue un roéle fondamental dans I’étude des fonctions L p-adiques (en particulier
avec F' = Q,, F = G, pour la fonction ¢ de Kubota-Leopold, ou avec le groupe formel associé a
une courbe elliptique & multiplication complexe dans [CWTg]).

1.2 L’exponentielle de Perrin-Riou et son inverse

Dans [Per94], Perrin-Riou donne une généralisation de ce résultat, sous la forme d’une
application « exponentielle », qui permet de reconstruire I’inverse de I'isomorphisme Coleman
dans le cas ou F = G, et en est ainsi une généralisation.

Plus précisément, si V' est une représentation p-adique de Gg, avec K une extension finie de
Q,, la suite exacte fondamentale

0 —Qp — Bf.x — BdR/BIR —0

1
ax
(cf. par exemple [Col98]) donne naissance a la suite exacte longue de cohomologie suivante.

0 — VI — (BEz! @, V)9 — ((Bar/Bin) ®q, V) “2¥ HI(K,V) — ...

max



On pose Dgis(V) = (Bmax ®q, V)9%, et on note H!(K, V) le noyau de la fleche

HY(K,V) — HY(K,BZ5l ®q, V).

max

On a alors la suite exacte
0 — VI% — Do (V)= — ((Bar/Bir) ®q, V)9 =¥ HY(K,V) — 0.

L’application expy est appelée exponentielle de Bloch-Kato.

Perrin-Riou construit une famille d’applications (qu’elle appelle « applications des périodes »)
qui en un sens interpolent les exponentielles de Bloch-Kato des représentations obtenues en
tordant V' par les puissances du caractére cyclotomique. On pourra consulter [Per94] et [Pe95al
pour 1’énoncé précis des résultats en question. Si l'on étudie la représentation Q,(1), I'inverse de
I'exponentielle de Perrin-Riou redonne I'isomorphisme de Coleman (cf. [Per94] et [CC99)).

Ces résultats s’inscrivent dans le cadre d’un procédé général (mais conjectural) de construc-
tion de fonctions L p-adique, a partir d’un systéme d’éléments « globaux » (comme les unités
cyclotomiques).

Perrin-Riou se restreint au cas ou la représentation V' est cristalline. Dans [Col98], Colmez
donne une construction explicite de ’exponentielle de Perrin-Riou (et de sa réciproque, 'application
« logarithme de Perrin-Riou ») pour toute représentation de de Rham.

Notons H{, (K,V) = H'(Gk,Ax ® V), avec Ax = O[[['k]]. Comme les éléments de Ag
peuvent étre vus comme des mesures sur 'k, a un cocycle 7 — p, représentant un élément
de Hllw(K ,V) on peut associer la famille de cocycles 7 +— fFK,L . Comme cette famille est

compatible aux corestrictions, ce qui permet d’identifier Hf (K, V) avec Q, ® liilHl (Kn, T)
pour T un réseau de V.
Colmez obtient le résultat suivant (version simplifiée du théoreme VI.3.1 de [Col98]).

Théoréme 1.2.1. Soit K une extension finie de Q. Soit V' une représentation de de Rham telle
que pour tout n € N, on ait (B£7! ?q, V)9%n = 0. (On peut se placer dans ce cas en tordant V

par une puissance du caractére cyclotomique). Soit p € Hi (K, V') tel que
/ pe HYK,,V) quel que soitn > 1.
Tk,

Finalement, soit T +— p, un cocycle continu représentant ju et, sin € N, soit ¢, € (B¥;1 ®q, V)
tel que l'on ait

(1=7)(cn) = / tr  quel que soit T € Gk, .
FKn

Alors la suite de terme général p"c, converge dans l’espace de Banach p-adique BE;) ®q, V,
(1)

vers un élément de (BE7) ®?q, V)95 | noté Logy, " (1)-

max

Cette application Logg)(u) est I’application logarithme de Perrin-Riou. (La correspondance

entre la formulation en terme de séries utilisée par Perrin-Riou, et les distributions de I'article de
Colmez découle des résultats d’Amice, cf. [Ami78]).

1.3 Le logarithme de Perrin-Riou pour une extension de type Lubin-
Tate

Les résultats de Perrin-Riou et Colmez utilisent la tour d’extensions cyclotomique. Il est
tentant de vouloir les généraliser a la tour d’extensions engendrée par les points de torsion



d’un groupe de Lubin-Tate. On a vu que l'isomorphisme de Coleman est bien défini dans ce
cadre. L’objet de cet article est de donner une construction du « logarithme de Perrin-Riou » qui
généralise le résultat de Colmez.
Soit V' une F-représentation de de Rham. Comme dans le cas cyclotomique, on a une
exponentielle de Bloch-Kato, qui est définie & I'aide de la suite
expy g
Yy

0— V9 - (BF

e ptT T @ V)9 — ((Bar/BiR) ®q, V)< HYK,V)— ...

On note H} ,(K,V) le noyau de la fleche H'(K,V) — H'(K, (B

max,F[t_l])WF:1 ®F V) Si
k € Z est assez grand, on a H} (K, V(Xfydo)) = HY(K, V(X’gyclo)) (ol Xeyclo désigne le caractere
cyclotomique).

On peut également regarder la suite

0— VQK N ((B-‘r [t;_l])QOle Qp V)gK N ((BdR/B(TR) RF V)QK eXPv_,>F,id ]{1([(7 V) o

max,F
outr € BLLX # est la période associée au groupe de Lubin-Tate F, et on définit H617F’id(K, V)
comme le noyau de la fleche HY(K,V) — H(K, (B;;ax,F[t}l])WF:l ®@r V).

Le résultat suivant est démontré ici.

Théoréme 1.3.1. Soit F un groupe de Lubin-Tate, défini sur une extension finie F' de Q. Soit
K une extension finie de F. Soit V une F-représentation de de Rham de Gi. On suppose que

g n
pour tout n € N, on a ((B+ [t=)er=t @p V) 2 0. Soit pu € HE (K, V) tel que

max,F'
/ e H;VF(K,L,V) quel que soit n > 0.
Prn

Soit T +— p, un cocycle continu représentant p. Pour tout n € N, soit

cn € (B

max, F’

=t epV
tel que
(I=7)ep = / fr quel que soit T € Gk, .
T

Alors la suite de terme général q"c,, converge dans l’espace (B [t1)er=t @p V, vers un

max, F'
élément de (B p[t™)#" = @ V)9% que l'on note Logy, p(1)-

(On démontre en fait un résultat un peu plus général, avec des cocycles a valeurs dans un
espace de distributions d’ordre assez petit).

Notons que dans le cas d'un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1, une telle généralisation a été
établie par Shaowei Zhang ([Zha04]). Cependant, ce cas n’est pas fondamentalement différent du
cas cyclotomique.

Pour un groupe de Lubin-Tate de hauteur plus grande que 1, la construction de Colmez ne
s’étend pas directement. Plus précisément, cette construction se divise en deux grandes parties.
Tout d’abord, on descend de B, @V a (B, ®V)9%= en utilisant le fait que 'extension K /K,
est presque étale. Cette partie est essentiellement inchangée dans le cas Lubin-Tate. La difficulté
apparait dans la seconde partie, ol on utilise des « traces de Tate normalisées » pour étudier

I'action de Gal(K../K) sur (B}, ® V)% . Pour construire ces « traces de Tate normalisées »,

dans le cas cyclotomique, on définit des applications continues de CgKO" dans K, en associant a x
la limite lim,;, 400 p" ™" Trg,, /i, (). Or, cela ne fonctionne pas pour un groupe de Lubin-Tate



de hauteur plus grande que 1: Trg, . /k, (Ok,, ,,) n’est pas contenu dans p"Ok, . On montrera
ici (cf. partie qu’il n’existe en fait pas d’application linéaire continue Galois-équivariante de
C,g)K‘x’ dans K qui ne soit pas identiquement nulle.

Il faut noter toutefois que ce résultat n’exclut pas qu’il soit possible de construire des sortes de
traces de Tate normalisées associées a un groupe de Lubin-Tate, si 'on accepte de considérer une
forme un peu plus générale. Les méthodes employées dans la partie 2.2] suggérent en particulier
qu’il pourrait étre nécessaire de considérer des applications a valeurs non pas dans K, mais dans
un anneau plus grand, contenant en particulier les périodes du groupe de Lubin-Tate.

1.4 Questions en suspens
1.4.1 Lien avec la théorie des (¢,T')-modules

Daus le cas cyclotomique, on peut étudier (cf. [Ben00], [Ber03] et [CC99]) la théorie d’Iwasawa
des représentations p-adiques via la théorie des (¢, I')-modules de Fontaine. La théorie des (¢, I')-
modules s’étend naturellement au cas Lubin-Tate : ’anneau A; (que Fontaine note Wo . (R))
contient un élément wxr qui vérifie o (wr) = [1r|z (wr) et Y(wr) = [x#(7)] £ (wF) pour tout

v € Gr. Si on note A le sous-anneau O [[wz]|[w '] de Ap (ou Wo, (Frac R) dans les notations
de Fontaine), et A C A r le complété p-adique de la cloture séparable de Ap, il n’est pas difficile
de prouver, en adaptant les arguments de Fontaine, que V +— D(V) = (A ®¢, V)95~ définit une
équivalence de catégories entre les représentations p-adiques de Gk et les (¢, ')-modules étales
sur Ag = A9%c

Malheureusement, le probleme avec les traces de Tate normalisées se retrouve aussi du coté
des (¢, I')-modules : opérateur 1) qui joue le role des traces de Tate normalisées dans la théorie
cyclotomique, et dont le role est fondamental en théorie d’Twasawa (on a un isomorphisme
H} (K,V) ~ D(V)¥=!) n’a pas d’équivalent dans le cas d'un groupe de Lubin-Tate de hauteur
plus grande que 1.

1.4.2 Lois de réciprocité explicites

Colmez obtient également, dans le cas cyclotomique, la loi de réciprocité explicite qui était
conjecturée par Perrin-Riou. Cette partie de [Col98| n’est pas généralisée ici, car elle fait intervenir
de maniere plus centrale les traces de Tate normalisées.

Méme en ’absence de traces de Tate normalisées, un certain nombre de travaux récents
suggerent fortement que les résultats déja connus dans le cas cyclotomique s’étendent aux
extensions associées a un groupe de Lubin-Tate.

o Schneider et Teitelbaum, dans larticle [ST01] ont montré que 'on peut relier les distributions

sur O aux séries entiéres convergentes sur mc,,, de maniére analogue aux résultats d’Amice.

o Kato ([Kat93]) obtient une loi de réciprocité explicite pour les représentations données par

les puissances du caractere associé au groupe de Lubin-Tate.

o Tsuji, dans l'article [Tsu04], étend la loi de réciprocité explicite de Kato & un caractére

« de de Rham » général.

1.4.3 Lien avec l’isomorphisme de Coleman

Si
6 :lim K, — Hi, (K, F(Xeyelo))



est lapplication fournie par la théorie de Kummer, et si ’on note [z] € At le représentant de
Teichmiiller de 2z € E™, alors pour tout u = (u,) € lim O ,on a:

LOg p(yeyera),r (3()) = ¢~ log[Col,, (wF)],

ouTwr € E*+ désigne la réduction de wr modulo 7. En 'absence de traces de Tate normalisées,
il est toutefois difficile de donner une formule explicite redonnant les séries de Coleman a partir
de Vapplication logarithme construite ici.

1.5 Plan de D’article

Cet article est organisé en quatre parties. La premiere est consacrée a rappeler des résultats
bien connus autour des groupes de Lubin-Tate, leurs périodes dans C,, et les traces de Tate
normalisées partielles.

La deuxiéme partie donne des rappels rapides sur les définitions des anneaux de Fontaine dont
on aura besoin par la suite et la définition d’une valuation p-adique sur B;ax , pbuis rappelle
quelques résultats de cohomologie continue (tirés de [Col98|, en adaptant les énoncés aux groupes
de Lubin-Tate).

La troisieme partie démontre le point le plus délicat de Darticle (lemme . Cette preuve
ne fait intervenir (indirectement) que les traces de Tate normalisées associées & des Z,-extensions,
mais fait appel a des descriptions plus précises des éléments des anneaux de Fontaine.

La derniére partie est consacrée a la construction de I'application logarithme, avec une
démarche similaire & celle de Colmez dans [Col9§].

Je remercie tout particulierement mon directeur de these, Pierre Colmez, pour toute 'aide
qu’il m’a apporté et tout le temps qu’il a investi pour me guider.

2 Rappels sur les groupes de Lubin-Tate
2.1 Définitions

Cette partie est consacrée a quelques rappels élémentaires, et vise surtout a fixer les notations.

Soient F' une extension finie de Q, et mr une uniformisante de F'. Notons O ’anneau des
entiers de I/, mp son idéal maximal, et kr son corps résiduel. Posons ¢ = p" = |kp|, et notons
er le degré de ramification de F'.

Soit (7] z (T') € Op[[T]] vérifiant

(7] (T) =7pT (mod T?) et [7pl(T)=T9 (mod 7p).

D’apres [LT65], il existe alors un unique groupe de Lie formel F, commutatif, de dimension 1,
défini sur F, tel que si 'on note T +x T € Op|[T,T"]] sa loi, on ait

T+zT' =T+T (mod T*,TT,T?) et [rp]z(T)+r[7p)(T") = [7p|z (T +£T).
De plus, on a une action de O donnée par des séries [a] » (a € OF), qui sont caractérisées par
[l =al (modT?) et  [d]z([7r]x(T)) = [7F]x ([a] £ (7).

Ce groupe formel F est le groupe de Lubin-Tate associé a la série [1r] . L’action de O en fait

un Op-module formel. A isomorphisme prés, ce module ne dépend que de 7p et F.
Pour F = Qy et [p] (T) = (14 T)? — 1, on retrouve le groupe multiplicatif G,.



La série logarithme associée a F,

logz(T) = lim [y (1)

n—-+oo 7'('%

=T+--- € F[[T]],

définit un morphisme de groupes formels de F dans le groupe additif G,. Son rayon de convergence
est 1. La série formelle réciproque donne une exponentielle exp s associée au groupe de Lubin-
Tate F.

Notons que si © € mc, vérifie [1}] - (z) =0 et [ '] # () # 0, alors les points de 7p-torsion
de F sont exactement les [a]  (z) pour a € Op/7}OF.

Fixons dorénavant une suite (7,,) d’éléments de C,, telle que g = 0,11 # 0 et [1r] £ (Mn+1) = n
pour tout n > 0. Cela correspond a fixer un générateur du module de Tate T, F = 1iinker (7% £

L’action du groupe de Galois absolu de F, Gr = Gal(F/F) sur T,F est donnée par un
caractere xr : G — O7F. Il est caractérisé par la relation

o(n) = [xF(@)]z ()  (Vn €N, Vo € Gr).

Posons F,, = F(n,), pour tout n > 0. Ce sont des extensions galoisiennes finies totalement
ramifiées de F'. Pour n > 0, I'image par xr de Gp, est 1 + 73Op.

Posons F, = Un>0 F,, et fo\o son complété p-adique. Alors on a Gr = QE; = ker x r.

Notons que tout ceci généralise le cas ot F' = Q,, F = G, h = 1, qui donne pour (F},) la tour
d’extensions cyclotomique. Le caractere xq,, que 'on trouve alors est le caractere cyclotomique

Xcyclo-

2.2 Pourquoi le cas cyclotomique ne se généralise-t-il pas simplement ?

Nous pouvons maintenant expliquer pourquoi la construction de 'application « Logarithme
de Perrin-Riou » donnée dans [Col98| pour la tour d’extensions cyclotomique ne se transpose pas
immédiatement au cas de la tour d’extensions associée a un groupe de Lubin-Tate.

La difficulté apparait dans la construction de traces de Tate normalisées. Dans le cas cycloto-
mique, on considére les applications pm%n Trg,, /F,, pour des valeurs de m de plus en plus grandes,

et 'on obtient une application linéaire continue de C,g,F >~ dans F},, qui est Gp-équivariante et qui
est l'identité sur F;,.

Pour h > 1, la construction analogue serait de considérer les # Trg, /., afin d’avoir
toujours des projections sur F,. Malheureusement, si x € Op,, on ne peut pas affirmer
que Trp, /g, est dans ¢ °Op, pour une constante c¢ indépendante de m. En effet, on a
Trp, s, (OF,) = 75~ "OF,. Pour vy(7r) < h, on ne peut donc pas passer a la limite pour
définir une application linéaire continue sur CgF >,

Non seulement la construction employée dans le cas cyclotomique ne fonctionne pas, mais
il y a un réel obstacle a I'existence d’une application analogue dans le cas considéré ici. Plus
précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 2.2.1. Il n’existe pas d’application linéaire continue f de CgF"‘” dans F,, telle que
f soit Gr-équivariante et f|p, =id.

Avant de démontrer cet énoncé, rappelons ce que sont les périodes de Hodge-Tate d’un groupe
de Lubin-Tate.

Lemme 2.2.2. Si xr est le caractere associé au groupe de Lubin-Tate F sur F, alors :



i) si K est une extension finie galoisienne de contenant F, le Gx-module C,(x est
p K p\XF
isomorphe d Cp(Xeyclo) 5

(ii) si p € End(F,Cp) \ {1}, le Gpp(r)-module Cp(po xF) est isomorphe a C,.

Ce résultat est démontré dans [SKL68| (lemme 2 de la partie A5 de I'appendice), et est
essentiellement une application des résultats de [Tat66] (précisément du corollaire 2 du théoréme
3 dans le paragraphe 4).

En particulier, pour tout p € End(F,C,) \ {1}, il existe un {, € C; (unique a multiplication
par un élément de F* pres) tel que p(xrz(0)) = #gp), pour tout o € Gp,r). En revanche, il
n’existe pas de £, pour p =1 (par exemple parce que H(K,C,(xr)) = H°(K, Cp(Xeyelo)) = 0,
ce qui est démontré dans [Tat66]).

On appellera ces éléments £, € C;/F* les périodes de Hodge-Tate de F. Notons qu'’ils ne
peuvent pas étre algébriques sur Q,, puisqu’ils ont une infinité de conjugués sous l'action de Gp.

Pour démontrer la proposition [2:27] il suffit de regarder quelle serait 'image du logarithme
d’une période de Hodge-Tate du groupe de Lubin-Tate. En effet, on aurait, pour tout o € Gp :

(1 —0)(f(log&,)) = f((1 —o)(log&y))
= f(log p(x#(0)))
= log p(x#(0)).

Comme f(log&,) a donc une infinité de conjugués sous l'action de G, il ne peut pas étre algébrique,
et ne peut donc pas étre dans Fj,.

2.3 Traces de Tate normalisées dans une tour d’extensions

Dans la partie 3.1 de l'article [Tat66], Tate étudie les H!(K, C,(x)) pour certains caractéres
X, & ’aide des traces de Tate normalisées. Cette partie reprend les résultats de 'article de Tate
en prouvant que les constantes qui apparaissent sont uniformes pour les corps K = F),.

Dans cette partie, on va fixer un morphisme p : Gp, — Z, (pour n > 1), trivial sur Gr_.

. N . . . —k
Comme Gp, /Gr_, est isomorphe a 1+ 7 Op, il est facile d’en construire. On note Fj, oo = F o

—=p (P Z . N . N
et Fym = F’ (p p). On se restreint tres vite dans cette partie au cas ou n > -=<E

Commencons par étudier les groupes de ramification de la tour des F;, ,,,. D’apres le théoreme
de Herbrand (cf. [Ser68], chapitre 4, paragraphe 3), on a p(Gal(Fy, 00 /Fpn)”) = p(Gal(Fs /Fp)"),
donc, pourn > 1:

er

p(Gr,) si—l<v<g"—1
p(Gr,,,) siqg"—1<v<(¢"-1)+¢"g—1)

p(Gal(Fr oo/ Fn)") = p(Gr,,)  si(@"=1)+¢" N g-1) <v<(¢"—1)+2¢" (g 1)

De plus, sin >
tel que

I, ona (Gr,/9r.)" = GF,,.,/9F., donc il existe un entier b € {0,...,ep — 1}

p(an) == P(aner) = ZP et p(an+b+1> == p(an+eF) = pr-



On a donc
p (Gal(Fy oo/ Fn)") =
Z, si—l<v<(¢"—1)+bg"1(g—1)

pZ, si(@"—1)+bg" g—1)<v<("—1)+(b+er)g" Hqg—1)
p*Z, si(@" =1+ b+er)g" Hg—1)<v<(¢"=1)+ (b+2er)g" 1 (g—1)

Lemme 2.3.1. Il existe une suite de réels positifs (by,) telle que :

Q(p - 1) b er
0<by <1———"—"<. et - .
erplg—1) © oD Fo s/ Fo mo VT )

Preuve : En effet, on a

w®rr) = o= [ (1 v
pOrnm) =g | |Gal(Fum/Fa)'l)

er, = epq" (g —1) (car F,/F est totalement ramifiée) et, d’aprés le théoréme de Herbrand,

|Gal(Fym/Fn)"| =
p™ si—1<v<(¢"—1)+bg"(g—1)
prt o si(@t D) 4" (g 1) <v < ("= 1)+ (bter)d" g —1)
P si(@" =)+ (bter)g" g —1) <v<(q" 1)+ (b+2ep)g" g — 1)

1 si (¢" = 1)+ (b+ (m—1)er)g" (g —1) <v,

donc
1 n n—
Up(DF, 0 /F) = erg g—1) (1 +(" =1+ (+(m—1ep)g" Hg—1)
1+ (@" =D +bg" Ng—1) erq" 'g—1)  erq" '(g— 1))
pm pm—t p ’
donc )
_ (9 __P _ -
o= (2 (g25) - 25) ()
On a donc

1
Up(an,m+1/Fn,.m,) = 1 + 7771

Comme 0 <b<epetg>=p>1,ona

)5 05)
b’m:_ii‘f'b - 1—-—
(€F<q—1 )P—l p

\Y%
S
i

| |+~
—_

I
(8]

B!
—
*‘Ty—u
—_
S—
N———
S

=

I
S
N———
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et

b < <pfl N eF(qq— 1)) (1 - 11?>

-1
<1_ 41 7
erp(q —1)
d’ou le lemme.

On suppose désormais n > %

Lemme 2.3.2. On a les propriétés suivantes.

(Z) Six e Fn,m+1; alors

1 qa(p —2)
Up(Trp, i/ (@) 2 vp(2) +1 = pr (1 B er(q—l)> '

(ii) Six € Fy pm, alors

p
(Ter,  , 00) 3 ) 4 - P (1

q(p—2)
erp(q — 1)) -

(iii) Six € Fy i1 et si o est un générateur de Gal(F), o/ Fy), alors
1 m
o (7= T () 2 0 (2= 0" (@) 1

Preuve : Si z € F, 141, on a (cf. [Ser68], chapitre 5, paragraphe 3, lemme 4) :
1

CFnm

UP(TI‘F,L,"LJA/F,L,,,L (x)) 2 L6F71,w1 (Up(x) + /l]p(@FTL,’IIL+1/FTL,’"L))J ?

donc, en utilisant le lemme [2.3:1] et en supposant n > 1 :

Up(Tan,mH/Fn,m(x)) > Up(x) +1- Z% a er(q— 11)(1"71177”
—1
> vp(x) +1 - pm ( B ei;p(q —)1) * ep(qz 1)61")
2“17(33)"'1_;71(1_61«“?(31) (p_l_qzjl >
> vp(x) +1 - ]% (1 - ei;p(q_fi))

Six € F, m, on en déduit

(Tor, o, (0)) 2 )+ (1= P22 (1 L)

erp(q—1 P
o q(p —2)
>Up($)+m7(17p )p—l(ler(q_1)>
p a(p —2)
>Up(x)+m_p_1 (1_ er(q_1)> .



LR . m
Pour le troisieme point, posons 7 = ¢? . On a

p—1

pr—Trp, . /F,,. (2) = Z(l 74+ rH (1 = 7)(2),
i=1

donc v, (x — %TI'meJrl/Fn‘m (m)) > vp(1—7)(2)) — 1.

Soit ¢, lapplication F),-linéaire de F, o dans F, définie par ¢,(z) = p%n Trp, . /p, () si
S Fn m-

Lemme 2.3.3. Si o est un générateur du groupe Gal(F, ~/Fy), alors pour tout x dans F,, o
on a :

1 a(p—2)
Up(@ = tn(x)) Z vp(z —o(z)) =1 = p—1 (1 B erp(q — 1)) ’

Preuve : On suppose pour démontrer cela que x est dans F, ,,, (avec m > 0), et 'on montre par
récurrence une inégalité
vp(z — tn(x)) = vp(z — 0(7)) — O

On peut prendre C7 = 1, d’apres le lemme précédent. Pour m > 1, on a
Up(Trp, /s (8) — Pl (T))
= vp(Tan,m/Fn,mfl(:I;) ( ,m/FnTm—l('/E)))
op(Trr, /Py (@) — ( Fom/Fam_1(2))) = Crn1
op(Trp, 0/ Fps (L= 0)(2))) = Cra

1 q(p—2)
> 0,1 = o)(o) + 1= i (1= 2022 6,

ARV}

En écrivant « — t,,(z) = (x — %Tanym/Fnym_l(if)> (Trg, . /Fu i (®) — pta(x)), on obtient

oyt = ta(o) > i (1 (2 Top, (@) (TR, 0) — p1a(0) = 1)
> min (v,, (:c _ aP""’l(x)) _1,
=) -~ (1- 2220 )

P erp(q—1

vy((1 = o)(x)) — max (1, pml_l <1 - M) + cm1>

erp(q—1
2 vp((1 —0)(2)) — Cp,

1 -2
Cm = max <1, 1 (1 - q(p ) ) + Cm—l) .
pm erp(qg—1)
Comme C7 = 1, on en déduit par récurrence :
1 1 1 qlp—2)
Cm1+(++~-~+ >(1
p P pml erp(q—1)

1 q(p—2)
<1+p—1 <1_6Fp(q—1)>’

WV

avec
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d’ott le lemme. |
Notons F/’n?o le complété de F;, . Alors le lemme a en particulier pour conséquence que

l’application t,, se prolonge par continuité a F), o, et '’application prolongée vérifie :

1 (1_ q(p—2)

vp(tn(2)) 2 vp(@) =1 = erp(g—1)

) , pour tout xz € F/'n:;

Désormais ¢, désignera cette application prolongée. Notons qu’elle vérifie I'inégalité du lemme [2:3.3]
pour tout = € F), .

2.4 Cohomologie continue de C,

Comme dans la partie précédente, on suppose dans cette partie que 'inégalité n >
vérifiée.

er
o1 est

Lemme 2.4.1. Soit A € O, , tel que

a(p —2) )

1
1—)A)>1 1—
ol )> +p—1< erp(q—1)

et soit o un générateur de Gal(F, /F,) (comme ci-dessus). L’opérateur X — o est bijectif
d’inverse continu sur kert,, et l'on a

-t L —M our tout x er
vp((A— o) (m))}vp(m)—l—pl(l er(q1)> pour tout x € kert,.

(Notons que I'on a 1 + 1% (1 — %) < 527, donc on peut remplacer I'hypothese sur A
p

par vp(1 —A) > 55 et la conclusion par vp((A — o) Hz)) = vp(z) — 527 Clest ce qui est fait
dans la suite de cette partie, pour simplifier les formules).

Preuve : Commengons par le cas A = 1. L’opérateur 1 — o réalise une injection continue de
Fy.m Nkert, dans lui-méme, donc une bijection. On obtient ainsi un inverse sur Fj, o, Nkert,.
De plus, d’apres le lemme [2.3.3] si € F), o Nkert,, on a

o 1 a(p —2)
vp((1—0)" (2)) 2 vp(z) =1 - p—1 <1 N er(q—1)> ’

donc (1 —o)~! est continu et se prolonge par continuité & tout kert,. De plus, 'inégalité ci-dessus
est vraie pour tout x € kert,.
Pour traiter le cas général, on écrit

1-0)'A=0)=1-(1-N(1-0)7",

A . —2 .. Ty
Grace a Ihypothese v,(1 — A) > 1+ p%l (1 - %), la série S5 (1 —A)(1—0)7Y)
converge ; A — o est donc inversible, d’inverse continu, et ’on a

—+oo

A=) t=1-0)" Y (1-N1-0))"

=0

On en déduit I'inégalité

op((A =) (@) > wplr) ~ 1~ (1 q<p—2>>

p—1\" emp(g—1)
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pour tout z € kert,.

Considérons maintenant un caracteére continu x de G, dans O%, trivial sur Gr, _, et tel que

vp(1 = x(0)) > ;%5 quel que soit 0 € Gp, .
Lemme 2.4.2. Le O, -module

H (Gal(Fp,00/ Fr), O5—(X))

est annulé par multiplication par tout élément u € OF, vérifiant

p .
> — f 1-— .
vp(u) T + Ué%Fn vp(1 — x(0))

Preuve : Soit o € G, engendrant Gal(F), oo/ Fy), et soit 7 — ¢, un cocycle représentant c. Alors

c est entierement déterminé par ¢, € Ox—(x). Posons z = nluca) ¢ B Alors on a

1-x(o)

P .
> -2 — - -2 — >
() 2 () = L 0,1 = x(0) = () — L~ it (1= (7)) > 0

D’autre part, uc, — (1 — x(0))x est un élément de kert,,. Posons

y=(1-x(0)0)" (ucy — (1= x(0))x)

—_—
(en considérant uc, — (1 — x(0))z comme un élément de F,, , sans torsion par le caractere x).

D’apres le lemme [2.4.1] on a

p—1 p—1
p
2 vp(u) — 2p 1
> inf u,(1-x(0) -
o€GF, p—1
> 0.

On a alors uc, = (v +y) — x(0)o(z +y), et v +y € OF—, d’ott le résultat.

Corollaire 2.4.3. Soit L une extension finie de F'. Il existe des constantes ngy et ¢y, dépendant

seulement de F' et L ; telles que, si n = ng, le Opp, -module

HY(Gal(LFy o0/ LF), O i (X))

est annulé par multiplication par tout élément u € OF, vérifiant vy(u) > co+infyeg, vp(1—x(0)).

Preuve : Comme V'extension L/F est finie, il existe un ng tel que les extensions LF,,/F,, et

F/F,, soient linéairement disjointes. Supposons n = nyg.

13



Comme F,, o, est contenu dans F,, par construction, les extensions LF,, /F,, et F, »/F, sont
linéairement disjointes. Soit (x;);c; une base de Op g, sur OF, . Alors (x;);cr est aussi une base
de O 7— sur (9/\ et de plus les x; sont fixes sous Gal(LF), o /LF,).

On est donc ramene par décomposition sur cette base, & montrer le résultat pour un élément de
HY(Gal(LF, «/LF,), (9/\( )), or Gal(LF), «/LF,) est isomorphe Gal(F), /Fy), puisqu’on

a des extensions linéairement disjointes, donc on est ramené au lemme [2.4.2] [ |

Lemme 2.4.4. Si L est une extension finie de F', on a H'(LF, , mc,) = 0.

Ce lemme est démontré dans [Col98]. On peut aussi le démontrer avec les arguments employés
par Tate dans la partie 3.2 de [Tat66].

Proposition 2.4.5. Soit L une extension finie de F. 1l existe des constantes ng et c¢1, dépendant
seulement de F et L ; telles que, sin > ng, le Opp,-module H*(LF,,Oc,(x)) est annulé par
multiplication par tout élément u de Op, vérifiant vy(u) = c1 +inf g, vp(l —x(7)).

Preuve : On a la suite exacte d’inflation-restriction

0 — H(Gal(LFy o /LF,), (Oc,) 7" (x)) = H"(GLr,, Oc, (x)) — H (Grk, .., Oc,)-

D’apres le théoréme d’Ax-Sen-Tate (cf. [Ax70]), on a (Ocp)g””""’ = O — . D’autre part,

d’apres le lemme précédent, H'(GLp, ., Oc,) est annulé par tout élément de O, de valuation
strictement positive, comme par exemple mp, (qui est de valuation m), et il suffit alors
d’employer le corollaire 2:4.3] [ |

Donnons pour finir une conséquence de cette proposition qui est utilisée par la suite.

Corollaire 2.4.6. I existe des constantes n1 € N et ¢ € R (dépendant seulement de F'), avec
ny > % et ¢ > 0, telles que si a, b et ¢ sont trois idéauz fractionnaires de Cp, avec ¢ C a C b,
alors pour n = nq, le noyau de 'application

HO(Fy,, (b/a)(xF)) — H'(Fa, (a/c)(x))

est annulé par multiplication par tout élément u € O, vérifiant vy(u) = 2= +vp(a) — vp(c) +c.

Preuve : Soit L une extension galoisienne finie de Q,, contenant F'. On prend n; supérieur ou
égal au ng de la proposition

Quitte é\ se restreindre a Grp, et & multiplier les trois idéaux par le produit des périodes
(cf. lemme [2 du groupe de Lubin-Tate F, on peut remplacer le caractére x» dans I’énoncé
précédent par 1e caractere y = NF/Q ) X]-‘ Comme n > 1, I'image de G, par ce caracteére est
isomorphe & Z,,. De plus, comme n > ,onav,(l—x(o )) > p 7 pour tout o € GF, , donc on
peut utiliser les résultats précédents.

Considérons maintenant un z € b(y) représentant un élément de H(LF,, (b/a)(x)) dont
I'image dans H'(LF,, (a/c)(xr)) est nulle. Ce représentant est déterminé a un élément de a(y)
pres, et la classe du cocycle o +— (1 — o)(x) dans H'(LF,,a(x)) est I'image d’un élément de
HY(LF,,c(x)). Autrement dit, quitte & ajouter & x un élément de a(x), on peut supposer que le
cocycle 0 — (1 — o)(z) est & valeurs dans ¢(x). D’apres la proposition cela entraine que
pour tout ug € F,, avec

1 + inf w,(1— x(7)),

> .
vp(uo) = e1+ erq"1(q—1) 1€Gp,

14



upx est dans ¢(x). Enfin, on a

inf v,(1—x(7)) = inf  v,(1 - Np/q,(2)),

TEGR, z€1+nkOF

donc, pour n assez grand,

TEGF,

i (1= x() = | 2+ Drra,)|

Prenons alors
1
c=— |epc1 +

1
o 1) + epvp(QF/Qp)-‘ ,

qn—l(q _

et ug € F, vérifiant v,(ug) = i + ¢. Si u est comme dans ’énoncé, on trouve alors

vp(uz) = (vp(w) = vp(uo)) + vp(uox) = (vp(a) = vp(e)) + vp(c) = vp(a),

donc uz € a, d’ou le corollaire.

3 Anneaux de Fontaine

Cette partie a pour but d’introduire les anneaux de Fontaine qui sont utilisés dans la suite, de
fixer les notations, et d’énoncer certains résultats connus a leur sujet. Pour plus de détails, on
pourra consulter par exemple [Fo82al, [Fo94a] ou [Col02].

3.1 Définitions

On note F™ D’extension maximale non ramifiée de F, et Fy; la plus grande extension non
ramifiée de Q, contenue dans F'.

On définit E comme I'ensemble des suites (z(™) d’éléments de C,, vérifiant (z("+D)P = 2,
On définit la somme (s() et le produit (£™) de deux éléments (™) et (y(™) de E par les
formules 5™ = lim,;,_ 4 o0 (x(m+") + y(m“‘"))pm et t0") = 2™y On obtient ainsi un corps de
caractéristique p, algébriquement clos, et complet pour la valuation vg définie par vg(x) = vp(m(o)).
De plus, il y a une action évidente des groupes G, sur E.

On note O ou E+ Danneau des entiers de E (qui correspond a I'anneau R de [Fo94al), et

myg; son idéal maximal. Le corps résiduel kg est isomorphe a F,.
L’anneau OE est isomorphe a

lim (Oc, /{v, > a} = Oc, /{vy, > a} — )

(les fleches correspondant & des élévations a la puissance p), pour tout 0 < o < 1.
On définit A = W(E) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans E, B=A [ },

1
P
AT =W(E"), Bt = A" [ﬂ (L’anneau At correspond & W (R) de [Fo94a)).

La structure de E—algébre de E* donne sur A+ une structure de OQgr—algébre. On dote A+

de la topologie produit issue de celle de E* :si [x] est le représentant de Teichmiiller de = € E*,
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et si p est un élément de ET vérifiant p(©) = p, alors les idéaux (p™, [p]™) forment une base de
voisinages de 0 dans A™. On a un morphisme d’anneaux surjectif 6 : A* — Oc_, défini par

Zp Zp zly

GEJr

qui se prolonge naturellement a B*.
On définit Af = AT ®p, Op et Bf = AL {#} =B" ®p,, F, afin d’avoir des Op-algebres.

On peut prolonger par linéarité 6 a 11;2 et ]~3+
L’idéal ker§ C A est alors principal, et il est engendré par tout élément Zm o T [Tm] de

ker 6 vérifiant vg(z9) = _-. En particulier, si 7 est un élément de E+ vérifiant 77 *) = 7, alors
[7F] — 7R engendre ker 6.
On a un automorphisme ¢r de A} (et B}) défini par

—+oo +oo
or (Z w?[(xmn]) = > )"
m=0 m=0

On définit aussi BJ; = liLnﬁ"’/(ker 0)"™. D’apres [Fo82a] ou [Col02] (proposition 7.12), on sait
que @ﬁ} /(ker )™ est isomorphe & Bl (via le morphisme naturel de BJ; dans cet anneau).
Le morphisme 6 se prolonge naturellement a B§R7 et BCTR est un anneau de valuation discrete, de
corps résiduel C, et d’idéal maximal ker 6.

On note Bggr le corps des fractions de Bj‘R Notons que si w est un générateur quelconque de
ker_9 dans B‘-;R’ alors on a Bgr = BIR [ ] Le corps Bgr est doté de la filtration donnée par :
Fil' Bag = w'BJ;.

Soit w un générateur de ker § dans A;E (par exemple [7Fr] — 7TF) On note Aax r le séparé
complété pour la topologie p-adique de la sous- A -algebre de B engendrée par 1 et ﬁ On

écrira Amax pour Apax,q,- On pose BmaX = Amnax,F [ } et Bf =BT Q- D’apres [Col02]

max max
(proposition 7.13), BX
choix du générateur w
Le morphisme ¢ se prolonge de maniére naturelle en un endomorphisme injectif de B:;ax, P

max, = st isomorphe & F' ®p,, B, Tous ces anneaux sont indépendants du

3.2 La valuation p-adique de B}

max, [
2172 + sz N . n ~+
Tout élément de B & s’écrit de maniére unique sous la forme . 7i[2,] avec x, € ET,

x, = 0 pour n suffisemment petit. Les éléments de 11"' [[:—’F’]} correspondent aux éléments de ]~3;

qui vérifient vﬁ(xn) > —2. On peut définir une valuation vmax, 7 sur A+ [[”l}: ]} en posant
Umax, F Z [2y] | = min s + v~(gcn) ,
nez neZ \er

et cette valuation se prolonge par continuité & A .x r. De plus, les éléments de x € Anax,r
vérifiant vmax, p(x) > g, pour m entier positif, sont exactement les éléments de 7 Apax 7. La
valuation vmax, r redonne donc la topologie mp-adique de Aax r (i.e. la topologie naturelle de

Amax F)

Enfin, on peut prolonger vmax,r & Bmax F en posant Umax, (M5 "' &) = Umax,F(Z) — %
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3.3 Les périodes d’un groupe de Lubin-Tate

On va maintenant définir dans B des périodes associés au groupe de Lubin-Tate F

max,F
considéré.

Notons 7 I’élément de my défini par ™ = lim, 4 o0 77;{”/ P

Comme 'application [7p] o gp}l est contractante sur chacune des classes de
{z € K;,C / 0(z) € mc,} modulo WFA;,C,
pour tout z € E* la suite

(el e o 07")" ()

converge vers un élément de 11; noté {z}x qui est 'unique élément de :AJJE dont la réduction
modulo 7g est x et qui vérifie pp({z}r) = [7r]r ({2} £). (Cest le lemme 8.3 de [Col02]).

n

On pose en particulier wx = {n}#. Alors fl”( est un générateur de ker 6 dans K;, et wr

F
vr (@F)
lui-méme engendre (1,5 ¢" (ker 01 ). (Cf. proposition 8.6 dans [Col02]).

= F

Sio € Gp,alors on a o(n) = [xr(0)] £ () par construction de 7, donc o(wr) = [x7(0)] £ (wF).

Posons tr =logr(ws) € Anax,r. Il vérifie op(tr) = mptr, et 'idéal de BIMX’F engendré par
trest (),50pp (kerf|g+ F) (Ct. proposition 8.10 dans [Col02]).

Pour tout o € Gr, on a o(tr) = xr(o)tr.
Notons que pour tout p € Hom(F, Q,), on peut définir de maniére naturelle un morphisme

d’anneaux p : BLLX’F — B;ax’p(F), dont la restriction & F est p et dont la restriction a B

est de la forme apap, avec 0 < 4 < h (Paction de p sur F,, donnant la bonne valeur de i).

+

Posons tr , = B(t}‘) € Bmax,p(F)'

Pour tout ¢ € G, on a alors o(tx ,) = p(xr(0))tF . Ainsi,
les tr,, constituent les analogues dans B;;axyp( ) des périodes &, € C, définies précédemment.
Contrairement & ce qui se passait dans C,,, on a aussi une période pour p = 1 (& savoir, tr).
On peut montrer (cf. [Col02]) que 6(p(tF)) n’est nul que pour p = 1, si bien que les pé-
riodes de Hodge-Tate £, coincident avec les images par 6 des périodes dans Bj;ax’ - De plus,

HpeHom( F Q) p(tr) est égal a la période ¢ associée & Gy, & multiplication par un élément de
yp) —

(F)* pres. En particulier, t7 divise ¢ dans B;f

max,F'*
Enfin, rappelons la suite exacte suivante (démontré dans [Col02]).

Lemme 3.3.1. Pour tout a € Op, on a la suite exacte

yer=rra L, ¢, 0.

0— (B

max, F’

)@F:at}_ N (B+

max,F'

3.4 Cohomologie continue dans des anneaux de Fontaine

Cette partie est consacrée a énoncer quelques résultats cohomologiques intervenant dans
la construction de ’application logarithme. Les démonstrations sont analogues a celle du cas
cyclotomique, décrit dans [Col96] et [Col98] (chapitre IV).

Théoreme 3.4.1. SiV est une F-représentation de Gr__, alors on a
(i) H'(Fw, (BR/Fil'BiR) ®F V) = 0 quel que soit i € N* ;
(i) HY(Foo,Blg ®p V) =0 ;
(iii) H'(Fs,(Bar/Blg) ®r V) =0 ;
(iU) Hl(FOC,BdR KRp V) =0.
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La preuve est identique & celle de [Col98| (théoréme IV.3.1).

La méthode employée dans le cas cyclotomique doit étre un peu adaptée pour montrer les
résultats suivants. -

Notons uz l'unique élément de mg tel que tr = Y ., mi[uf n] (en fait, tout élément

de (Bf . #)?"="" a une écriture de cette forme). 1l est fixe sous action de Gr, et vérifie
vg(ur) = ﬁ. On montre assez facilement le lemme calculatoire suivant.

Lemme 3.4.2. Soit xz € 11; Alors

pa’=1
o Up a T
(i) pour tout k € N, la somme Y —L =% converge dans B&aX’F ;

meZ w?m

-1
Lpg’ ( lul; ' ‘| w)
(ii) 3 eg — =gt est dans (B, o)#F="r

ey ? [ Zme w = 0(x).
(=)

Proposition 3.4.3. Soit V est une F-représentation de Gp. Il existe une base du Bgf);“ -espace

g oo
vectoriel (Bqr @5 V)97 formée d’éléments de D, (V) = ((BJr [t;—l})‘/’le QF V) "~

max,F

(iii) on a limg_ 40

Preuve : Comme dans [Col98], on montre que (Bqr ®F V)9 est un Bgf{"o -espace vectoriel de
dimension dimg V. Fixons une base (ey, ..., eq) de V sur F. Il existe alors une base (v1,...,v4) de
(B ®p V)97~ sur (Bi)9%= formée d’éléments de (A} ®o, V)97 . Comme (Bl @p V)97
engendre le BIR—module Bj{R ®p V (cf. la proposition [Col98]), I'image par # du déterminant de

(v1,...,v4) dans la base (eq,...,eq) est non nulle. Posons alors
P
o | |ur " | v
Vik = Z ,n_km .
meZ F
D’apres le lemme précédent, 'image par - iZ—l 6 du déterminant de (vi,...,vq) dans la
6 Uy q2

base (e, ..., eq) tend vers I'image par 6 du déterminant de (vq,...,vq) dans la base (eq,...,eq),
qui est non nulle. Donc, pour k assez grand, le déterminant de (vig,...,vqx) dans la base
(e1,...,eq) sera inversible dans Bj‘R, et (t%vlyk, e tikvd,k) est alors une base de Bgr ®r V'
formée d’éléments de Dy, (V) (et done, en particulier, fixes sous Gr__), d’olt la proposition. [ |

Lemme 3.4.4. Si V est une F-représentation de Gr_, alors l’image de H'(Fy,V) dans
Hl(Foo,t]__-l((B+ VPPETE @p V) est nulle.

max, F’

Preuve : Soit 7 — ¢, un cocycle représentant un élément de H'(F,., V). Comme Gr_ est compact,
on peut trouver un réseau 1" de V, stable sous Gr_, tel que ¢, soit & valeurs dans T'. Alors il
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existe un ¢ € ;&; ®op V (et méme dans W(mg) ®o,,, 1) tel que l'on ait [uz]c, = (1 —7)(c)
pour tout 7 € Gp__.
Posons maintenant

-1
L1 o (e
TrtE meZ ﬂ—;}

Comme VUpay, F([ug-fl]) > 0, cette série converge dans B;;ax » ®p V, et elle définit un ¢’ qui est
dans ¢ ' (B

max, )P ®@p V). De plus, si 7 € Gp_, on a (1 —7)(c') = ¢7, d’ott le lemme. [ ]

Théoreme 3.4.5. SiV est une F-représentation de Gr__, alors on a :
(i) H'(Fs,t7 (B, )er="r @ V) =0 quel que soit i € N* ;

max,F
(i) H'(Foo, (B pltz1)?7= ®@r V) =0.

La preuve se fait comme dans [Col98] (théoreme IV.3.1), a partir du lemme précédent.

4 Le lemme principal

Cette partie a pour objectif de démontrer le lemme suivant.

Lemme 4.0.6. Soit a € F. Il existe une constante C € R (dépendant de F et de a) telle que
pour tout A € R il existe un entier ng > 1 tel que pour tout n > ng et tout x € (B:;ax’F)“"FZ“
vérifiant

Umax,7 (1 —0)(2)) = A+ Umax,r(2) pour tout o € Gp,

on ait :
Umax,F (1 —0)(z)) 2 A+ vmaxr(z) = C pour tout o € Gp,_,.

Notons que si I'on remplace (B

max’F)WF:“ par C,, le résultat devient faux. En effet, pour

tout n > 0, on peut prendre z dans O, tel que infoeg,  vp((1—0)(zn)) = m (il suffit de
prendre = 1n,).

Si vp(a) < 0, comme on & Vmax, 7 (PF(2)) 2 Umax,r(x) pour tout x € B"

max,F (ceci découle

immédiatement de la construction de vyay r), on obtient (Bl .)¥7=% = {0}. Le lemme est

max,F
donc trivial dans ce cas.
Si vy(a) = 0, alors (B .)#7=% est contenu dans F™ d’aprés le lemme suivant.

Lemme 4.0.7. Sia € O%, alors (B} .)?F=% est un sous-F-espace vectoriel de dimension 1
de F™. '

Preuve : Les modules H'(Gal(kr/kr),kr) et HY(Gal(kp/kr), kg ) sont nuls (Hilbert 90), donc,
par dévissage, H'(Gal(kp/kr), O ) = 0, si bien qu'il existe un 2’ € F™ tel que pp(z') = ax’.
Alors 2/~ !z est un élément de (B .)¥F=! c’est-a-dire de F (cf. [Col02], proposition 8.2). M

max,F
Le lemme s’en déduit alors (pour v,(a) = 0), grace au résultat suivant.
Lemme 4.0.8. Soit x € F™, vérifiant
vp(z—o(x) 2 A (Vo egr,),

pour un certain A € éZ et un certain n > 1. Alors on a

vz —o(x)) = A (Vo € Gr).
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Preuve : En effet, quitte & multiplier « par une puissance de 7g, on peut supposer v,(x) > 0. On
procede alors par récurrence sur A.

Pour A <0, le résultat est immédiat.

Si A > 0, plagons-nous modulo 7. La classe de x est alors un élément de kg, qui est fixe sous
Paction de Gp,. Or l'extension F,,/F est totalement ramifiée, donc elle est linéairement disjointe
de F™/F, donc la classe de z est en fait fixe sous Gr, donc elle est dans kp. Quitte & soustraire
a x un élément de O, on peut donc supposer v,(z) > i On est alors ramené a ’hypothese de
récurrence en divisant x par mp. |

Le cas vp(a) <0 ayailt été traité, on suppose dorénavant vy(a) > 0. La preuve fonctionne par
récurrence sur vy(a) € ;-N.

On considere donc un A € R. L’entier ng considéré sera n’importe quel entier assez grand
pour vérifier :

(i) les hypotheses du corollaire [2.4.6) ;

(ii) np > 1 + Aep (afin que tx soit fixe modulo les éléments de valuation supérieure ou égale a
A, sous l'action de G, ).

Puis on considére un n > ng et un x € (B ,)?7= tels que

max, F
Umax, F(Z — 0(2)) 2 A+ Umax,r(T) (Vo € Gr,).
On veut montrer que l'on a
Umax,F(T — 0(2)) 2 A+ Vmax,r(z) — C (Vo € G, _,),

C € R ne dépendant que de F et de a (en particulier, C ne dépend pas de A, n ou z).

4.1 Réductions préliminaires

La premiere étape est une succession de réductions visant a passer d’'un x quelconque dans

(B:]['laLX )97~ a un élément dont I'image par 6 est dans le noyau de Trp, /5, -

Pour tout o € Gg,, on a
vp(0(x) — o (0(2))) = vp(0(z — 0())) 2 Vmax,p(z — 0(2)) Z A + Vmax,r (@)
Rappelons le résultat suivant, di & Ax (cf. [AX70]).

Théoréme 4.1.1. Soit x € C,, et soit L une extension finie de Q,. Supposons que l'on ait
vp(x — o(x)) = A pour tout o € Gy,. Alors il existe un y € L tel que vp(x —y) > A — ﬁ.

En I'appliquant & 6(x), on peut donc écrire
_Pr
(p—1)?

L’application 0 : (B;ax 7)f7=% — C, est un morphisme surjectif et continu d’espaces de Banach

0(z) =yo+ 10, avecyy € Fpetrg € Cp, vp(ro) = A+ Umax,r(x) —

p-adiques. Elle a donc une section linéaire continue s : C, — (Brtax’ #)¥7=%. Notons que 'on peut

choisir s ne dépendant que de F' et a. Comme s est continue, il existe une constante ¢y € R telle

que Umax,7(8(y)) = vp(y) — co, pour tout y € C,.
Posons donc ;1 = = — s(rp). On a alors

(1) Vmax,p(x1 —0(21)) = A+ Vmax,p(x) — (1)_%)2 — ¢o pour tout 0 € G, ;

(ii) O(x1) =yo € Fn ;
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(Hl) Umax,F(:E - 1'1) 2 A + ’Umax,F(x) - ﬁ —Co
(iv) Vmax,F(%1) = Umax,F () + min (A - ﬁ — ¢o, O).

Soient 7, . ..,74—1 des représentants des classes de Gp, ,/Gr,. Posons r; = %Zg:—ol 7i(1).
On a alors 6(r1) = %Trpn/pn_l(yo).

Sio € Gr,_,, on note 7/ I'unique élément de {79, ..., 7, 1} tel que 7/ ‘o7 € Gp,. (Sio € G, ,

on a 7/ = 7;). On trouve alors :

(1= 0)rs) =1 — - 3 (om)(a1)
q 1=0

1 14 _
=r; — QZTZ{("El)ﬂ-gZTiI(l—TiI 10’Ti)(1’1)
‘ i=0

Comme 7'{710'7'1' € Gp,, on en déduit donc
'Umax,F(rl - O'(Tl)) = A + UmaX,F(‘r) YY)

Posons x9 = 21 — r1. On a donc alors :
(1) Vmax,F(x2 —0(22)) 2 A+ Vmax,r(x) — ﬁ — ¢p — h pour tout o € G, ;

) 9(.’172) = Yo — %Tan/Fn71(y0> cFy;
(iii) O(x2) € ker Trp, /5, _, 5
)

Umax,7(z — o(z)) > min (vmax,p(m —0(x2)); A+ Umax,p(z) — ﬁ —co — h), quel que
soit 0 € GF,_, ;

(v) Vi, (22) > min (A = 25z = 0,0) + tmas () — .

On est donc ramené & trouver une minoration convenable de vyax, 7 ((1 — 0)(z2)). C’est l'objet
des deux lemmes suivants.

4.2 Deux lemmes différentiels

Rappelons que si K est une extension algébrique de F, alors la différente D/ est I'idéal
annulateur de Qék /0w (cf. [Ser68], chapitre III, paragraphe 7, proposition 14). On montre

.z 3 .. _ 1 !
aisément que 'on a ici v,(Dp, /r) = o (n 7q71>'

Lemme 4.2.1. Soient M € N, y € Op, ety € ;&} tel que 0(y) = y. Notons dy € Qéi/OF la
F
différentielle de Kahler de y. Il existe des constantes ny € N et ¢; (dépendant seulement de F)

telle que, sin > ny et si y est fire dans 11;/(71'%4, ([7F] — 7F)?) sous laction de Gr, , alors dy

est annulé par tout élément de F,, de valuation supérieure ou égale a "gFM + c1.

(Le ny est en fait la borne inférieure apparaissant dans le corollaire si bien que 'on a
ng = nq).
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Preuve : Comme y € Op,, dy est annulé par D, ,p (cf. [Ser68|, chapitre III, paragraphe 7,

proposition 14). D’autre part, d’aprés [Fo82b] (théoréme 1), QF,_ /0, €st isomorphe & (F/a) (x#),
F
ou

0= {z cF / op(2) > —0p (D) — eF(ql_l)}

Ceci permet de considérer dy comme un élément de (’D;j /0 / a) (xF)-

D’autre part, d’aprés [Col94], Qf,_, . est isomorphe a Fil' Bar / (WA} + Fil* Byg), Diso-
F

morphisme faisant correspondre dy et y —y. Si 0 € G, , on a par hypothese :
(1-0)@) € TMAL +w?AL et (1-0)(y) =0,

donc (1 — 0)(y — y) est un élément de TI'FM;&; + Fil? Bgg. D’autre part, c’est un élément de
Fil' Byg, si bien qu’il est en fait dans Wg[wAF + Fil® Byg.
Considérons maintenant la classe de 7, (7—v) dans Fil' Bag / (WA} +Fil* Byr) ~ Q%Q—/OF'
F

Elle est annulée par w}ff Dr, /r, et elle est fixe sous P'action de Gr, , donc c’est un élément de

HO° (Fn, ((w;Mi);:/Fa) / a) (X]-‘)) )

En multipliant par 71'%4 , on trouve alors que dy est I'image d’un élément de

1 (P, (97 p0 ) ia) (x7)
dans la suite exacte de cohomologie :

97! a 9!

0 —— H° (Fu. g (x)) — H <Fn Iy (xf)> — HY (Fn,“fa(xf)) T

LHI G O ) E—

ny M
s a
F

On trouve donc que dy est un élément du noyau du morphisme
HO(Fy, (D3} g [ 0)(xF)) — H'(Fy, (a / 7 a) (x5))-

Le corollaire 2.4.6] démontre alors le lemme [£.2.1] [ |

Lemme 4.2.2. ][] existe une constante co € R, co > 0, dépendant seulement de F, telle que si
y € OpF, est tel que dy =0, alors y est somme d’un élément de F,,_1 et d’un élément de F,, de

. s . . \ 1 1
valuation supérieure ou égale da vy (@Fn/p) —C == (n — ﬁ) —Cy.
2 q""Hg-1)-1 -
Preuve : Comme 1,7p, , 75 ..., Tp est une base de O, sur Op, on peut écrire y sous
la forme
q"H(g-1)-1
_ } : i
Yy= YiTg,
i=0
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avec y; € Op. On a alors

donc

donc

a" M(g-1)-1
. i—1
Z Zyi’]TFn dﬂ-Fn )

i=1

¢" ' (g—1)-1
. 1 —1
Y iy € Dpp,

=1

vp(iyi) = vy (/‘DFn/F) -1

En particulier, si ¢ {i, on a v,(y;) = v, (D, /r) — h.
D’autre part, pour n > 1, on a

donc, par récurrence,

o

donc

qpk

donc, pour tout j > 1,

Si ¢ | 4, on trouve donc

donc, finalement,

Up

d’ot1 le lemme, avec co = max (h7 1+

Y —

q
TF,

=np,_, (mod 7p),

log(pjep)

p
logp ’

23

k : g(%eF)
) S—F sik < lgg;
Tp, —77%4) > {bg(fi;w)J
P
k— {log(lgg;eF)J 4P — sinon,
log (Lep>
& 1
Up (ﬂ%’i — 71-11:“"71) >k - 71;;1) ,
qj J log (P%eF>
Up (WF T, ,1) > vp(j) — log p .
log (Lep)
) . p—1
Up (Wh - yﬂ}/nq,l) > v, (Dp,/p) —1- “Tlogp
q" 2 (g—1)-1 ‘ log (p%lep>
S i |5 e ) e (14 )}
g gD
€Fn—1



4.3 Fin de la preuve

Appliquons le lemme a la situation décrite lors des réductions préliminaires. Posons

. N+1 =a N+1
N = —|epUmax,r(22)], afin d’avoir 7p a9 € ﬂ-FAIflI;x,F’ et donc O(mp " x2) € TpOp,.
N+1

Par construction de Apnax,F, o0 peut trouver un z3 dans AJPC qui est congru a mp
([7F] = 7F)?Amax, - Notons que la classe de 23 modulo

( [ (+ommm @)=l —eo—t)ertnsa] () mQ)

T modulo

T

est alors fixe sous ’action de G, .
Le lemme |4.2.1} appliqué avec y = 0(x3) = 0(7T%V+1x2) et y = x3, donne que dy est annulé par
tout élément de F;, de valuation supérieure ou égale a

n 1 p
— — — | A+ Ymax ——— —¢co—h N+1
Gt (4 e Gl ok s

N
LQ +h—A— — — Vpax r(2).

n
<—+c+a+
er (p—1) er

Si I'on applique le lemme [£.2.2] &

ﬂ_][n—N—i—eF (C0+C1+ﬁ+h—A—Umax)F(fL‘))—| H(xg)

_ W}I;’ﬂ*‘rl*‘reF (CU“I’CI“Fﬁ‘Fh*A*'Unjax,F(x))—| 9(x2)

(dont on sait que la différentielle est nulle), on trouve que 6(x2) est somme d’un élément y, de
F,_1 et d'un élément r4 de F,, avec

1 1 1
vp(r4)><n—1) —Ccy — — {n—f—l—i—ep <CO—|—01—|—p2—|—h—A—’UmaX’F(SIJ))-‘

er q- eF (p—1)
> A+ () ! 2 p h
> Vmax. F(T) — ——— — — —cg — 1 — Cg — — h.
o er(g—1) ep ° 17 (p—1)2
D’autre part, comme 6(z2) € ker Trp, /g, _,, on a
1
=y Trr, /r,_, (1),
donc
(ya) > A+ (z) ! 2 P 2h
v > Umax,p(T) — ———— — — —cg— €1 — Co — ,
p\Ya ax,F eF(q_ 1) or 0 1 2 ( — 1)2
puis
(0(2)) > A+ Vi (@) — — 2
v,(0(x2)) > Vmax, F(T) — —— — — —cg— €] — Co — -
p 2 F crq—1)  er 0 —C1—C2 p—17

Posons x4 = 29 — s(0(x2)), ol s est la section de 6 : (B;;ax,F
pour définir x1. Pour simplifier les notations, posons aussi

L2 atatet L ton
e E— — C (& C —
er(g=1) "ep 0T (p-1)2

)¥r=% — C,, utilisée ci-dessus

Cy =

On a alors :
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(1) VUmax, F(x4 —0(x4)) 2 A+ Vmax,r(x) — ¢4 pour tout o € Gp, ;
(i) O(z4) =
(iil) Vmax F(ac - J(;v)) > min (Umax, (T4 — 0(24)), A + Vmax, 7 (x) — c4) pour tout o € Gp,_, ;
(iv) Vmax,F(24) = min(A — ca, —h) + Umax, 7 ().
Comme 0(x4) = 0, d’apres le lemme x4 est multiple de ¢ . Posons donc

L4

Is = (B+

)@F:a/ﬂ'F
t]-' max, F’ .

On a alors, pour tout o € Gp_,
(1 —0)(z4) = tr(1 = 0)(5) + o(z5)(1 = o) (L),
donc

Umax, 7 (25 — 0(25)) = —Vmax,p(tF) + min (Umax, 7 (24 — 0(24)), Vmax, 7 (0(z5)(1 — o) (tF)))

- _ﬁ + min (Va7 (24 — 0(24)), Vo (0(25) (1 — 0) (t£)))
et
: q
Umax,F (T4 — 0(24)) > min <6F(q_1) + Umax, 7 (€5 — 0(25)), Vmax,r (0 (25) (1 — 0)(tf))> :
Or on a

'Umax,F(o-(xS)) - vmax,F(xS)

= Umax,F (T4) — Umax, 7 (t7) 2> min(A — ca4, —h) + Umax,r(x) — m

et on a choisi ng > 1+ Aep et ng > 1, donc
Umax,F((1 — 0)(tx)) > max(4,0),

donc

q

Umax, 7 (0(25)(1 — 0)(tF)) > min(A — h, A — c4) + Umax,r(x) — m

q

’Un,“x7 F (fL‘) Cy F(q )
()Il ()btiellt d()l C:

(1) x5 € (Bmax F
(il) Vmax,p (x5 — 0(25)) = A+ Umax,r () — €4 — 2 15 pour tout o € G, ;

)LPF:U«/‘”F‘ :

(iil) Vmax,7(z—0o(z)) > min (Umax,F(!Eg) —0(25)) = =iy A+ Vmax () — €4 — %) quel
que soit 0 € Gp,_, ;

(iv) Vmax,F(x5) = min(A — cs, —h) + Umax, 7 (x) — ﬁ.
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On s’est donc ramené a un élément de (Bilax’ 7)) =a/7F qui vérifie des hypotheses analogues
a celles vérifiées par x. La constante A est remplacé par A+ vmax, r (%) — 4 — 2#71) — Umax, 7 (Z5),
qui est inférieur & A puisque ¢4 > h. Par hypotheése de récurrence, on trouve qu’il existe une
constante ¢5 € R (le C associé & a/7p) telle que pour n assez grand (en fait, n > ng, avec le ng
choisi ci-dessus, convient), on a

7
er(qg—1)

Finalement, en se servant du troisieme point ci-dessus, on obtient

Umax,F(T5 — 0(25)) 2 A+ Umax,r(T) — 4 — 2 —c5 pour tout ¢ € Gp,_,.

Umax, (T — 0(2)) 2 A+ vmax,r(z) — C pour tout ¢ € Gp,_,,

avec

C:max(04+2 4 +c5,c4 +
er

q
(@—1) 6F(q1))’
d’ou la récurrence. (En détaillant plus les calculs, on trouve C' = (eFC4 + 2#) vp(a)). Ceci
conclut la preuve du lemme

5 L’application « logarithme de Perrin-Riou »

5.1 Distributions p-adiques

Commencons par rappeler quelques résultats sur les distributions p-adiques, adaptés de [Col90]
au cas considéré ici.

On considere ici X un ouvert compact de Op. On note LA(X) I'ensemble des fonctions
localement analytiques sur X.

Sin € N est tel que les boules a + 7OF, avec a € X, soient contenues dans X (ce qui est le
cas pour tout n assez grand, par compacité de X), on note LA, (X) ensemble des fonctions qui
sont développables en série entiére sur chacune des boules a + 7% Op. Alors LA(X) est la réunion
des LA, (X).

Soit f € LA, (X). Par définition, pour tout a € X, f se développe en série entiére sur la boule
a+7mEO0F :

“+oo
f@) =3 bi(a)(x —a)’.
7=0

On munit alors LA, (X) de la norme définie par

Il = sup sup |b; (@) |
a€X jEN

Notons que sup;cn|b; (a)m}| ne dépend pas du choix de a dans une boule donnée (mais il peut
bien stir dépendre de la boule considérée).

Pour une fonction f € LA(X) donnée, la suite (||f||La,),, est décroissante.

Si B est un espace de Banach sur F', on définit I’espace des distributions continues sur X a
valeurs dans B, Deont (X, B), comme I'espace des homomorphismes F-linéaires continus de LA(X)
(muni de la topologie de la limite inductive) dans B.

Pour tout n € N, la norme ||-||La,, sur LA, (X) donne une norme sur Deon (X, B) :

lha = sup MxZlls

(VH S Dcont(Xa B))
fera,xnoy  I1flloa,
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Pour une distribution continue donnée s, la suite (||p[|LA, ), cn €St croissante.

Posons R™ = {r~ /r € R}, et définissons une application ¢ : RUR™ — {%1} par ¢(r) = +1
sir e Rett(r)=—1sir € R™. On peut munir RUR™ d’une relation d’ordre total en posant
que r~ est strictement inférieur a tous les réels supérieurs ou égaux a r, et strictement supérieur
a tous les réels strictement plus petits que r. Enfin, on dira qu’une suite est (41)-bornée si elle
est bornée, et (—1)-bornée si elle tend vers 0.

Pour tout r € R UR™, on définit ’espace des distributions tempérées d’ordre r, sur X et a
valeurs dans B, par

D.(X,B) = {,u € Deont (X, B) / la suite (||7TI’}T,u||LAn)n est L(r)—bornée}.

On peut munir D, (X, B) d’une norme ||-||, en posant

lelly = sup I plpa, -

Notons que si r < 0, alors D,.(X, B) est réduit a la distribution nulle.
Le lemme suivant découle des théorémes et (cf. [Col96] et [VisT6], ainsi que la
preuve du lemme VI.3.2 dans [Col98]).

Lemme 5.1.1. Soient V' une F-représentation de Gp etr € RUR™. On a :

(i) H'(Fo, Dy (Tr, (Bi/Fil' BiR) ®F V) = 0 quel que soit i € N* ;
(“’) H* Fy, TFF7BdR®FV))_O'
(iii) HY(Fso,D,(Tp (BdR/BdR) KF V)) ;

(T ((B+

max,F

(
(Foo, Dr(
(Foo, Dr(

(iv) Hl(FOO,DT(FF,BdR QpFV)) =
(Foo, D ( )“"F ™ Qp V))) 0 quel que soit i € N* ;
(Foo, Dr(

T F mdx F[t 1])§DF ! ®F V))

5.2 Construction de ’application logarithme

On va en fait montrer deux résultats assez proches, correspondant a deux applications

« logarithme » apparentées.
Définissons H. (K, V) et H} p;4(Ky,, V) comme dans Pintroduction.

Théoréme 5.2.1. Soit K une extension finie de F. Soit V' une F-représentation de de Rham de
Gk, soitr e RUR™ tel que r < [F: Qp), et soit p € H (K, D, (I'k,V)) tel que

/ pe H p(Ky, V) quel que soit n > 0.
FKn

Soit T +— p, un cocycle continu représentant p. Pour tout n € N, soit

cn € (B+

max,F

)=t ep Vv

tel que
(I=7)en = / [y quel que soit T € Gk, .
FK'VL

Alors la suite de terme général q"c,, converge dans [’espace

(Blarlt Do @p V) /W,
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vers un élément de (B, p[t™'])?"=! @p V)9%< /W, oi

_ Ok,
W= (Bhaslt D 2r V)
neN
est de dimension finie.
Le second résultat est le raffinement suivant. (Notons que B .[t7'] C B$ax Pt

Théoréme 5.2.2. Soit K une extension finie de F. Soit V' une F-représentation de de Rham de
Gk, soitr e RUR™ tel quer < [F : Qy), et soit p € H' (K, D, (I'k,V)) tel que

/ e H617F7i(i(K,L, V) quel que soit n = 0.
FKn

Soit T — pur un cocycle continu représentant p. Pour tout n € N, soit
(Brtlax F[ fl])LpFZI ®F V
tel que
(I1=7)en = / for quel que soit T € G, .
Tky

Alors la suite de terme général q"c,, converge dans [’espace

(Bharltz D @ V) /W,

vers un élément de (B} tF)Pr=t @p V)95 /W, ol

max, F[

W= EB( masx, Pl FEr= 1®FV)gKn

neN
est de dimension finie.

Notons que ¢,, est bien défini modulo W, dans les deux cas.

Alors que le premier énoncé peut étre relié relativement aisément aux séries de Coleman, pour
le second il n’est pas tout a fait clair qu’il existe des u € H'(K,D,.(I'x,V)) non nuls qui en
vérifient les hypotheses. Cette question n’est pas résolue ici, mais il semble possible de relier les
deux énoncés de maniere a prouver que le second a un contenu non trivial.

Quitte a remplacer V par la représentation induite & Gg, on peut supposer K = F, ce que
Pon fait ici.

Dans la suite de cette partie, on notera T la période ¢ ou la période tr, afin de
démontrer les deux énoncés simultanément.

D’apres le lemme [5.1.1} on a

HY(Foo, D, (Tr, t7 (B

max,F

) @r V) =

On obtient donc le diagramme suivant.

HY(F,D,.(Tr,V))

J

JPr=@V)9re)) S HY(F,D,(Tr, (17" B,

max, F

HYTp,D.(Tp, ((t7 B},

max,F

)#r=tav))) — o
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Si p est comme dans 1’énoncé du théoréme soit p/ € HY(I'p, Dy (Dp, Fil ™! Dy (V))) ayant
méme image que pu dans H'(F, D, (Tr, t}l((Bmax)F)goF:”F ®p V))), et solent 7 — ! un cocycle
représentant i’ et v € D, (Tp,t7 (B, )PP~ ®@p V))) tels que p, — p’. = (1 — 7)v. Posons

max, F'
w = ey — / ve Bhy /T )= epV,
FFTI,

de sorte que

<1fr>un:/ W (¥reGr),
Fpn

et donc en particulier u, € (B, p[T7')?7=" @p V)9r=.
Comme v est d’ordre r et r < [F : Qp], on a lim, 4 ¢" fl‘p v = 0, et il suffit donc de

montrer que la suite (¢™u,) converge.
D’autre part, si T =1t, on a

| weniemv.

Fpn

et H} (F,,V) est limage de F,, ®q, Dar(V) par I'exponentielle de Bloch-Kato, donc
U, € F, ®q, Dar(V) + B ®q, V C B ®q, Dar(V) + Bji ®q, V.

De méme, si T =tz ona [ p€ H} piy(Fo, V), et H. piq(F, V) est Vimage de Fy, @ Dar(V)
par 'exponentielle de Bloch-Kato, donc

Up € Fn RF DdR(V) + Bj{_R RF V C Bv-ji_R QF DdR(V) + B(—:{_R KF V.
Soit k € N* tel que Fil =% Dar(V) = Dgr(V), alors Bqr ® Dqr (V) C T‘kBj{R ®V et, comme

T-"Bl; N (B}

max, F'

(T)Pr=t = (T 4B )P

max,F

on a dans les deux cas u, € ((TﬁkB;’;aX,F)LPF:1 ®p V). On est donc ramené a montrer la
proposition suivante.

[T~)?r=! @p V)97=)) et k € N*
)PE=l@p V)9% ) soit nulle.
)saF:I QF V)gFOC

Proposition 5.2.3. Soient u € H'(T'r, D, (T'r, (B},

max,F

tels que pour tout n > 1 l’image de pr w dans HY(T'p, , (T7*B

max,F

Soit T — p, un cocycle représentant p, et pour tout n > 1 soit u,, € ((T‘kBXIaX’F
tel que fFF pr = (1= 7).

Alors la suite de terme général q"u,, converge dans (T~*Bf, )97l @p V)97~ [ W.

Soient 0 €T, _, et T €Tg,. Ona py-1, = g1 + 0 iy €t flg—17 = flrg—1 = flr + Tpig-1,
donc o=ty = pr — (1 — T)piy—1, puis

[ e[, )
() (] )
=o(l—1) (un - /FF” u0_1> ,
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donc

A-unr=(1-7 3 o (un _ /FF %1) ,

0€lr, /Tr,

donc

Up—1 = Z o (Un —/ ug—1> (mod W),
/FFn FF"

o€lp,

T A T Z ((1 —o)up, +0 (/ u01>> )
Cp,

Uer‘pnil/an

donc

Comme o — p,-1 est une application continue du compact I'r dans les distributions d’ordre r,
avec 1 < [F': Q,], la suite de terme général ¢"o (fFF uT) tend vers 0. Il suffit donc de montrer

que si (0,,) est une suite d’éléments de I'p vérifiant o, € I'p,_, alors la suite de terme général
q"(1 — op)u, tend vers 0.
Sitel'p,ona(l—71)u, = fr M et u, varie dans un compact des distributions d’ordre

r,r < [F:Qpl. On en déduit donc :

—1

lim sup [|(1 —7)(q"un)| = 0.

N+ reGp

Le probleme est alors, sachant que ¢"u,, « bouge peu » sous G, , de montrer qu’il « ne bouge pas
beaucoup plus » sous l'action de g r,_

D’apres la proposition il ex1ste une base eq,...,eq de (Bqr ®F V)9 sur BgFoc
formée d’éléments de (B, F[T Mer=l @p V)9Px. Pour pouvoir travailler sur les coefﬁaents,
on souhaiterait décomposer ¢"u,, comme une combinaison lineaire des e; a coefficients dans
(B [T—1])#r=1. Cependant, ces coefficients sont a priori dans BdR et il va falloir multiplier

max, F’
[T~1])97~ pour obtenir des coefficients dans (B .[T71])97.

max, [’
. _ d + 1N\er=1
Soit v1, ..., v4 une base de V' sur Q. Posons e; = > \_; a;,v;, avec a;,; € (B p[T7])

la décomposition de e; dans la base 1 ® vy,...,1 ® v4. Comme les e; sont fixes sous Gg__, on a

q"u,, par un élément de (B:18LX F

)

det(o)o(det(a;;)) = det(a; ;) pour tout o € Gp__.

La représentation det (V') est une F-représentation de de Rham de G, et elle est de dimension
un. En particulier, elle est de Hodge-Tate (cf. [Fo94b] ou [Fo82al), et le corollaire du théoréme 2
de Iappendice de [SKL68| affirme qu’une telle représentation est de la forme

o [ Geoxa),

T€Hom(F,Q,)

avec 1) un caractere d’ordre fini, ¢ un caractére non ramifié sur F', et k; € Z. Notons N l'ordre

de n et B image par v du morphisme de Frobenius relatif. Soit 2 € e BmaxF tel que
@r(Q) = f71Q. Posons A = (Qdet(a; ;))V, alors A est un élément de (B, p[T7])9"=. De
plus, comme A est multiple de det(a; ;) dans B$ax pIT7Y, Aq™u, s’écrit comme combinaison

[T~ 1])” @97 ol a = BN € F (et méme dans

(T‘kBrtax7F)9"F:“’gFoo, quitte & augmenter la valeur de k trouvée précédemment).

7 . . N . =+
linéaire des e;, a coefficients dans (B, r
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Notons 4
Aq"u, = Z bi(n)e;,
i=1

avec b;(n) € (T~*B/

b p) PP =97 | la décomposition obtenue ci-dessus. On a

A(l - o0)(q"uy)

d d

= Z(l —0)(TFb;(n))T *e; + Za(kai(n)) (1—0o) (T %e;) — (1 —0)(A)o(q"uy).

i=1 i=1 7 —~
o—1 o—1

La fin de la démonstration consiste & appliquer le lemme aux suites (b;(n)),. Pour arriver

au résultat, on va suivre deux fois le méme raisonnement : d’abord en multipliant tout par une

suite tendant assez vite vers 0 pour que les suites considérées soient bornées, en en déduisant que
la suite (¢"u,) est elle-méme bornée, puis en travaillant directement sur (¢"uy, ).

Soit (cv,) une suite bornée d’éléments de Q,, telle que la suite (a,,¢"u,,) soit bornée. Comme

1' i f max 1-— n n = ,

on déduit de la formule ci-dessus que

li inf max 1- nkaz = y
n—1>I-|r-loo Uérgan ! o (( J) (a (n>)) e
pour tout i € {1,...,d}. D’apres le lemme et comme la suite de terme général o, T%b;(n)
est bornée, on en déduit
lim  inf  omax,r ((1— J)(Oznkai(n))) = +o0,

n—-4o0o 0'€an,1

puis, en utilisant & nouveau 'hypothése que (c,q"u,) est bornée, on obtient que si (o,,) est une
suite d’éléments de ' vérifiant o, € T'r,_, alors la suite de terme général o, (1 — 0, )(¢™u,,) tend
vers 0, puis (d’aprés la partie précédente) que oy, (¢"u, — ¢" *u,_1) tend vers 0.

Notons ||-|| une norme p-adique sur ((7-*BF .)97=! @p V)%= Considérons d’abord
1 si |l¢"un|l <1
Ay =
" prn) sinon,

ol k(n) € Z est tel que % < p~*™||¢"u,|| < 1. (On a en particulier x(n) > 0, dans le second
cas). On a alors, par construction

1

L,

llong™un ||

<
o, | <

donc on se trouve dans les hypothéses précédentes. On en déduit que o, (¢"u,, — ¢" *u,_1) tend
vers 0. Or on a

n—1

||Oénqnilun—1H < max (Han(qnun —q un—l)H ) Hanqnun”) )

avec égalité si les deux normes dans la parenthese sont différentes. Supposons n assez grand pour
que

1
Han(qnun - qnilun—l)H < ];

On a alors deux cas :
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(i) soit || un| <15
(ii) soit ||¢™un| > 1, et on a alors ||ay,q™u,|| > % par construction, et les résultats précédents

" || = llg" -

donnent || g™ up—1|| = || g™ uy ||, donc g

La suite (¢™u,,) est donc bornée.

On peut alors réappliquer les résultats précédents avec a,, = 1. On obtient que la suite de
terme général ¢"u,, — ¢" 'u,_1 tend vers 0, donc que la suite de terme général ¢"u,, converge, ce
qui conclut la preuve du théoréme [5.2.2
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6 Appendice : Eléments d’ordre 1 de E:fig’F

Les éléments de I'anneau de Fontaine B} s’écrivent de maniere unique sous la forme

Z Tg[Tn] avec x,, € E*, nul pour n assez petit.
nezZ

D’autre part, si ’on considére une suite (z,,) dans E* telle que lim,, . vﬁ(xn) + i = +o00,

L n +
alors la série ), ., mp[x,] converge dans B\ 1,
+

max,F'"

et les éléments ainsi obtenus sont denses pour
la topologie p-adique dans B Ceci conduit naturellement & se demander si tous éléments de

B  Peuvent s’écrire ainsi (question dont je ne connais pas la réponse). Cependant, si une

max,

telle écriture existe, elle se comporte de maniére beaucoup plus désagréable qu’on ne le voudrait.
Par exemple, sip > 2 et F' = Q, , on peut regarder la suite des

Yn = (2%) + [75;]2\,]\[ € B ...

2N
Notons que [’2 ~— tend vers 0 quand N tend vers l'infini, et que ’on peut écrire

Yn = Z W?[J?%N)]
neZ

avec x%N) € E*. On constate alors apres calcul que les suites (x%N)) NeN, an fixé, ne convergent

pas dans E*, ce qui est un peu désagréable.

A défaut d’obtenir une telle description des éléments de B

max,F?
plus petit. (C’est en fait sur des sous-espaces propres de ¢ dans B:;ax) r que 'on se servira des
résultats de cette partie). Un premier candidat naturel serait

B:;g,F = ﬂ QOTII“ (Brtlax,F) :
neN

on va considérer un ensemble

Cependant, cela ne donne pas encore des conditions assez fortes pour la méthode employée ici.
On dira qu’'un élément x de Bj;g’F est d’ordre r € R ¢’il existe un A € R tel que, pour tout
n € N, il soit de la forme
nh

x = pp(x,), avec T, € B$ax,F’ Vmax, 7 (Tn) = A — —

. TPy - _ n
On va montrer que, si (kn)nez est une suite d’éléments de F vérifiant v, (k,) = 2> alors tout

élément d’ordre 1 de ]§;’;&F

liminf,, _,_ p"/eFvE(xn) > 0.

Fixons dorénavant (k,)nez une suite d’éléments de F' vérifiant v,(x,) = = (par exemple
Kp = T convient.

Pour tout o > 0, posons

1
X, = {Z Fon [20] /Vn €7 max <vﬁ(mn), logp> > apn/eF} C Br—;ax,F

peut s’écrire de maniére unique sous la forme ) _, kn[z,], avec

nezZ
et
X = U Xo = {Z KnlZn] /lgg_irgp"/epvﬁ(scn) > 0} C Bk
a>0 nez
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Notons que la condition

max (vﬁ(xn) ) > ap /er (Vn € Z)

"logp
équivaut a

e
n/er pour tout n < £

log p
L’objectif de cet appendice est de montrer que X coincide avec I'ensemble des éléments d’ordre
1de B;’;g 7 (et en particulier X ne dépend pas du choix de la suite (x,)). Pour cela, on va d’abord
montrer que l'ensemble X est stable par addition, puis donner quelques résultats de nature
topologique sur X. Ceux-ci servent ensuite pour montrer que X est I’ensemble des éléments

d’ordre 1 de B:gg - Une fois ce résultat connu, le reste de cette partie sera consacré a montrer que

X est en fait homéomorphe a une partie de (E*)Z muni de la bonne topologie, puis a appliquer

4 +
ces résultats aux sous-espaces propres de ¢p dans B, .

v (Tn) = ap” log(alog p).

6.1 Généralités sur les vecteurs de Witt

Cette partie a essentiellement pour but de fixer des notations permettant de décrire ’addition
de vecteurs de Witt.

Lemme 6.1.1. Soit, pour tout n € N, une famille finie (ay ;)ic1, d’éléments de Op, qui vérifient

Up(Qni) = %, et soit (bn)nen une suite d’éléments de Op qui vérifient v,(b,) = % Alors, pour

T i cE+ (avecn e N eti€l,), ona

DY anilwnd = balyal,

neNicl, neN

1/p

dans th7 ot yp, est donné par un polynome a coefficients dans kp en les T iy Tn-1,i, -5 Ty ey i
;

L]

-y T,

, et les y, sont homogénes de degré total 1 en les xy i, ..., To;-

Notons que comme ET est infini, ces polynémes sont uniquement déterminés.

Preuve : Il suffit de montrer par récurrence que cette somme s’écrit, pour tout N € N, sous la

forme
N-1 +oo
an[yn] + Z Z bN,n,j[ZN,mj]y
n=0

n=N jEJNn

avec Jy,, des ensembles finis d’indices, by, ; de valuation %, et avec y, et 2y, ; donnés par

des polynomes en xy, ;, ..., mgﬂ- LEFJ , homogenes de degré 1 en z,,, ..., Zo,;.
Pour N = 0, la propriété est immédiate. De plus, le passage de N a N + 1 peut se faire en

appliquant le cas N =1 a
+oo
b n,j
>y B )
N

n=Nj€Jnn
En effet, une expression homogene de degré 1 en 2y j, -- -, 2N,N,j, est homogene de degré 1 en
|22 )
A P eF ~ p Ler
Tn,i, -+ T0,5, €t un polyndme en les 2y 5, - - -, 2NN, est un polynome en x4, ..., Zo,

o]+ [ < 22
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On est donc ramené au cas N = 1. Ecrivons maintenant

“+o0
ag,i = Zﬂ-é[ci’k] avec Cj € kp.
k=0
Alors on a
+00 T
Z Z n,i[Tni] = Z ao,i[o] + Z Z n,i [T, i]
n=0:€l, i€l n=1:€l,
—+oo +oo
= Z Zﬂ'?[ci,kxo,i] + Z Z i3]
i€y k=0 n=1iel,
400 t+oo
= Z[Cz‘,oxo,i] + Z Z mlci ko] + Z Z i [T i)
iely k=11i€l, n=1i€el,

Enfin, d’apres les formules d’addition dans les anneaux de Witt, on a

+oo
Z[Ci,oﬂco,i] = an[dn],
n=0

i€lp

—-n
avec d,, un polynéme en les %, , homogene de degré 1 en les x ;. De plus, ona do = 3,/ i 0%0,:-
On trouve donc

+o0 +oo +o00o +0oo
SN anilwnal = [do] + D p"dn] + DY whleinzo] + YD anilwnil,
n=0i€l, n=1 k=1icly n=14€l,
ce qui permet de conclure la récurrence, et le lemme s’en déduit. ]

On peut raffiner le lemme précédent comme ci-dessous.

Corollaire 6.1.2. Soit, pour tout n € Z, une famille finie (an;)icr, d’éléments de F vérifiant
vp(an,i) = i, et soit (by)nez une suite d’éléments de F vérifiant v, (b,) = £ Alors, pour

T € E+ (n€Z,iecl,) tels que x,,; = 0 pour n assez petit, on a

S anileni = D balyal,

neNiel, neN
=~ , . . . . 1
dans BJPC, ot Yy, est donné par un polynome a coefficients dans kp en les Ty i, Tr—1,, - - -, xn/fepﬁi,
.., et les y, sont homogénes de degré total 1 en les xy i, .... De plus, ces polynémes sont
uniquement déterminés par les ap; et by,.
Preuve : Cela découle immédiatement du lemme précédent. ]

6.2 Stabilité par combinaison F-linéaire

Montrons que X, est stable par combinaison Opg-linéaire. Pour cela, commengons par le
lemme élémentaire suivant.
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Lemme 6.2.1. Soient cg,...,ch_1 des entiers naturels, avec ¢y > 0, et supposons de plus
co+per+...p" eno1 = kp",
avec k € N*, alors on a
coter+ - Fepr2nlp—1)+plk—1)+1.

Preuve : On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, on considére un entier naturel ¢y > 0,
vérifiant ¢y = kp, et on a alors bien

oz (-1 +pk—-1)+1=kp

Supposons maintenant le résultat vrai pour un n donné, et considérons un des entiers naturels
€O, - - - ,Cn, avec ¢g > 0, vérifiant

co+per+...pTey, = kp™tL.
Comme ¢y > 0, on a nécessairement ¢,, < kp, donc
co+per+...p" ten 1 = (kp—cn)p"
avec kp — ¢, € N*. Par hypothese de récurrence, on en déduit
cot+e+-Feprz2nlp—1)+plkp—c, —1)+1,

donc
coter+-tepnznlp—1)+pkp—1)+1—cp(p—1).

Comme ¢,, < kp — 1, on trouve
coter+-tepzpp—-D+(kp—1)+1=n+Dp-1)+pk-1)+1,

d’ou le lemme. [ |

Lemme 6.2.2. Soit a > 0, et soit I un ensemble fini. Soit

Ti = Z I{l}n[ajivn] € Bjr_lax,F

nez
avec Kiqn € F et x;pn € E* vérifiant
Up(Kin) = L et max V= (Tim), —— | = ap/eF.
' er EXOT logp
Posons
> wnle] = >N Kinlwin]
nzm icl n>m

a laide du corollaire [6 1.2
Alors, pour tout n € Z, la suite (z,(lm))m converge quand m tend vers —oo (et cette convergence
est méme uniforme en le choiz des x;). On notera z, sa limite.

€

o log(a logp)J), on a

o (m=D o _ mo+1—m
vg(zn — 2y ) 2 TTer (1 +(p-1) {eF ,

De plus, pour m < mg = min (n -1, L

et sin < lsgp log(alogp), on a

vﬁ(z}{”)) >ap Ve et vg(2n) 2 ap~"/er,
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Preuve : Fixons n € Z, et considérons un mondme faisant intervenir au moins un des z?

/ p_ Ln_en;‘_lJ . 5
(avec m < n), éventuellement des z;p, .. ., T i1 , mais pas d’autres facteurs. Autrement
(m) (m+1)
n = T Zn

dit, on regarde les monomes susceptibles d’apparaitre dans 1’expression de z , d’apres

le corollaire [6.1.2 -
B Ln;; J

Notons a; 1, € N I'exposant de xﬁ & dans ce monéme. En particulier a; ,, > 0 pour au
moins une valeur de 1.

On a en fait a; ,, > 0 pour au moins deux valeurs de ¢, pour les mondmes qui interviennent ici.
En effet, si les @, pour m’ < m et tous les x; ,, sauf éventuellement un sont nuls, alors zr(lm) est
o PR 1
indépendant de la valeur de ce z; ,,, et est égal a z,&m+ ).

D’autre part, d’apres le corollaire (homogénéité de degré 1), on a

"«
ik
I IRCTIEE!
i€l k=m pL °F
donc ), ; aim est multiple de p, et 'on a a;p = -+ = @in—cpy1 =0 et Y, ; asm = p. On peut
alors appliquer le lemme aux entiers a; m, - .., ai,m, pour m < my < n (en les regroupant

selon la puissance de p en facteur). En effet,

(Z a) S (Z amo) o)

i€l i€l

n—m | _|n=—mg—1
est un multiple strictement positif de pL °F J L °F J donc

Zia““) Qn—mJ - {WJ)(p_1)+l>1+(p—1) {mOJFei_mJ

(& e
iel k=m F F

Prenons maintenant

mgy = min (n -1, {BF log(a 1ogp)J>
logp

comme dans ’énoncé. On a alors

v (@im) 2 apm/er

pour tout m < mg et tout ¢ € I. Comme

-2
vg | e H g ytP " = Z (lz',kp_L °r Jvﬁ(xk),
il i€l
m<k<n m<k<n
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on a alors

_ Ln—kJ
@i kP eF n—k

YE | € H Tik = Z aivk'pi\‘EFJUE(xi,k)

el i€l
m<k<n m<k<n
S o
= pn/EF Z ai,k
i€l
mo<k<n

« mg+1—m
>—1 -H|—— ).
e (1 -y =)

Quand m tend vers —oo, cette valuation tend vers I'infini, d’ou la convergence.
Enfin, le corollaire (homogénéité de degré 1) et la définition de X, donnent la minoration

vg(z™) = ap/er

n

pour n < ljgp log(alog p), ce qui conclut la preuve du lemme. [ |

Pour montrer la stabilité par addition de X, on va maintenant prouver le lemme suivant, qui

(m) o +
permet de passer de la convergence des « composantes » zn * a une convergence dans Bi . p.

Lemme 6.2.3. Soit (™)) une suite d’éléments de X, avec

x(m) = Z ffn[a"ELm)L

nez

(m) 1
(a™),

et max (UE

) = ap*”/eF pour tout n € Z et tout m. Supposons que pour tout n € Z,
la suite (a%m))m converge dans E vers a,. Alors la suite (z(™) converge dans Bmax’F vers

T = Z Enlan] € Xa.

neZ

Preuve : Soit A > 0. Comme les (") sont dans X4, on a

lim (n +vﬁ(a£{”))) = lim (n +vﬁ(a,(1m))) = +o00,

n——oo er n—-+oo er

uniformément en m. En particulier, on peut trouver des entiers M < N tels que & +vav(a£1m)) > A
pour tout m et pour tout entier n en-dehors de l'intervalle [M, N].
On a alors aussi - + vg(an) > A pour n en-dehors de [M, NJ.

D’autre part, ZfLM Kn [aSZ")] tend vers ZQIZM Knlan], donc pour m assez grand on a

Umax,F (Z Knlan] — Z ’{n[agzm)]> > A

n=M n=M

On en déduit alors, pour m assez grand,

vmax,F (Z Kn[an] - Zﬂn[aglm)}> 2 Aa

neZ neZ

Cvest_a_dire UnlaX,F(x - a;‘(m)) 2 A |
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Corollaire 6.2.4. Soient I un ensemble fini et

xXr; = Z Iﬁ:im[xim] (Z c I)
neZz
comme précédemment. Alors ) ., x; est un élément de X, et on a
D_zi= 2 tnlzl

el nez

ou zy, est défini comme dans le lemme[6.2.3

Preuve : Cela découle de 'application du lemme [6.2.3] & la situation décrite dans le lemme |

On a alors immédiatement les corollaires suivants.
Corollaire 6.2.5. L’ensemble X, ne dépend pas du choix de la suite (k).

Corollaire 6.2.6. Toute combinaison Op-linéaire d’éléments de X, est dans X, et toute
combinaison F-linéaire d’éléments de X est dans X.

6.3 La topologie naturelle de X

On munit X d’une distance ultramétrique (z,y) — e~ wx(z=Y) en posant
wx(z) =sup{a>0/z€ X,}.

Nous allons relier cette distance a la définition des éléments d’ordre 1.
Notons tout d’abord que I'on a X C ¢r(Xa/q) C Xa/q, donc ¢ (X) = X. En particulier, X

est contenu dans ﬁ;’;g e
Le lemme suivant montre (avec des constantes explicites) que X est inclus dans ’ensemble
des éléments d’ordre 1, et que si 'on muni X de sa topologie naturelle et ’ensemble des éléments

d’ordre 1 de la topologie p-adique, alors cette inclusion est un homéomorphisme sur son image.

Lemme 6.3.1. Six € X, alors on a

log 1 1 I —1)—1
WBLOBD 0t (mh + v (0™ () — BWx@) R loglg—1) ~logh

log p meEN logp  qg—1 logp

Preuve : En effet, on a, pour tout m € N :

Vmax (97" () = inf (” + ”’E“(x"))

neZ \ e qm
) . pfn/erX(:zr) si pfn/erX(z) > L
>inf [ —+q¢ ™ ) ogp
neZ \ ep 0 simon
> min inf (t +p Ty (z)), inf t].
4 loB(vx (@) loz ) 4 1o8(v x (@) log p)
X log p = log p

39



log(wx (z) log p)

La fonction t + t + p~t~™hwx (z) atteint son minimum pour ¢ = — mh, si bien

log p
qu’on trouve
_ . (log(wx () log p) 1 log(vx(z)logp)
max m 2 - h 9
Umax,F (¢ (2)) > min <logp mh + Togp og p

5, log(wx(z)logp) ./ 1 ko),
log p logp

donc

' o ) log(wx () log p) . L
nf (mh + Ve p (9™ (1)) > inf (bgp T g™
., log(wx (z)logp)
log p

)

d’ou la minoration donnée par le lemme.
Montrons maintenant la majoration. Posons

A= inf (mh + vmaep (95" (2))) -

Pour tout n € N, on a

donc

n
vﬁ(xn) > sup p™" (A — mh — ) )
meN ef

La fonction ¢ s pt (A — i — t) est strictement croissante de —oo & A— i — @, puis strictement

décroissante jusqu’a +oo. Pour minorer

sup p' <Ant),
tehN er

commencons par résoudre 1’équation

pth (A—n—t+h) =t (A—n—t>.
er er

On trouve t = A — 2 — -2 On a alors
er qg—1
h A—f;—g%f io< A n
- s ) 1P SIVS A= of = =1
vE(xn) = n .
A— 1 sinon.
er

On a alors

1
— n/e -
wx (z) = érelfé (p F max (logp’UE(x")>>

¢ h , 1
> min inf max ( P , pA_q’1> , inf p'max < JA— t) .
t<A- oy logp ¢—1 t>A- by log p
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h 1

Remarquons que 1 S Togp"

trouve alors

En effet, la fonction u — F’il est décroissante pour u > 0. On

. h w1 __h_ h __h_
wx () > min (q_IPA -1, logppA "‘1) = ﬁPA -1,
puis
s logwx () < h _’_log(q—l)—logh,
logp q—1 logp
d’otu le lemme. |

Corollaire 6.3.2. L’ensemble des éléments d’ordre 1 de ﬁﬁg p contient X. De plus, les inter-
sections
X N m ()O%L ((B+ F)vma&F}A—mh)
max, )

meN

pour A € R, forment une base de voisinages de 0 dans X.

Preuve : Ceci découle immédiatement du lemme [6.3.1] [ |

Jusqu’a présent, il n’a jamais été nécessaire de supposer que I’écriture des éléments de X sous
la forme ZnGZ Kn|Tyn] est unique. Le lemme suivant permet d’une part de montrer cette unicité,
et d’autre part de traduire la topologie naturelle de X directement en termes des composantes x,.

Lemme 6.3.3. Soient x ety deuz éléments de X, avec

T = Z KnlTn] et Yy = Z Kn [Yn)

nez neZ

comme précédemment. On a :

1
wx(z—y) = Tilrelfzpn/eF max (vﬁ(scn — Yn)s log‘p) .

Preuve : Posons

z:x—y=Z&n[2n} et x'=y+z=21@'n[$;]

neZz nez

avec z, (respectivement z/,) donné en fonction des z, et y, (respectivement y, et z,) par le
lemme et montrons d’abord que l'on a z,, = z,. Notons que méme si = y + z, ce résultat
n’est pas completement évident puisque 'unicité de ’écriture de & n’a pas encore été démontrée.

Définissons zy(,,m) comme dans le lemme pour n = m, et z&m) = 0 sinon, de sorte que

D Fnlen] = 3 dalyn] = D wnlz)]
nzm nzm nzm
et lim,,_, _ ng) = Zp.
Par addition dans B}, (ot l'on sait que 'on a unicité des écritures sous cette forme), a

Z Kn|Tn] = Z Kn[Yn] + Z Hn[Z’ELm)L

n>=m n=m n>=m

et les x,, sont donnés par les polynémes du corollaire [6.1.2
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Par passage a la limite m — —oo, comme dans le lemme on obtient x, = z!,, comme
voulu.

De plus, comme les z,, sont donnés par les polynomes du corollaire [6.1.2] ils sont dans I'idéal
(m)yp~ |55

engendré par les (z, avec k < n. En effet, dans la somme

Z ’Qn[xn] = Z ’fn[yn} + Z ”n[zr(:,m)L

n=m n=m n>=m

si tous les z,(cm) sont nul, x,, — y, s’annule aussi, donc tous les monémes intervenant dans x,, — y,
| n=k
contiennent un facteur (z,(cm))p L5 .
Par le lemme argument de convergence uniforme que dans le lemme on peut alors passer
a la limite m — —oo, et en déduire que x, — y,, est dans 'adhérence de 1’idéal engendré par les

_| n=k

it

log(wx (z—y) logp) .

PourtoutkénéT,ona.
| 2 | Clnek| ok
vz~ ) = L Ly @ — ) = p e (e — ),

On a alors vg(zn, — yn) = p~ /" wx (z — y) pour tout n < W, donc

i n/e ~ _ _— —

érelfzp F max (UE(an Yn)s logp> > wx(x—y).

Posons

1
o= ggfépn/ep‘ max <UE(IZ,’” — yn)a logp) .

m . A e .
Comme zﬁl ) gannule si i = Y pour k < n, de la méme maniere que ci-dessus, z, est dans

-5

Padhérence de 'idéal engendré par les (zr — yi)P
er

n < 55 log(wx (z — y)logp) -

, avec k < n. On trouve donc, pour tout

n—k

UE(Z") > érglip_t °F Jp*

k/er —n/ep

azp a,

donc
wx(l'*y) 20[7

d’otu le lemme. [

Corollaire 6.3.4. Soit x un élément de X, il s’écrit de maniére unique sous la forme

x = Z Ko [Tn]

nez

avec T, € BT et liminf,_ . p"/eF’UE(.’En) > 0.

Preuve : C’est une conséquence immédiate du lemme [6.3.3] et de la définition de la valuation
Umax,F - n
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Corollaire 6.3.5. L’espace X, muni de sa métrique naturelle, est homéomorphe a

n——oo

{(a:n) € (E1)Z / lim inf p"/“F v (z,,) > 0}

muni de la norme

_.n/e
|(zn)]|x = sup min (e—l,p p Fvg(n)) .
nez

De plus cet homéomorphisme et sa réciproque sont uniformément continus.

Preuve : C’est une conséquence immédiate du lemme [6.3.3] |

Pour montrer que X est I'ensemble des éléments d’ordre 1, on va étre amené a utiliser des
convergences pour la topologie induite par vmax r, qui est plus faible que la topologie naturelle
de X.

+

Lemme 6.3.6. Soit (™)) une suite d’éléments de X, qui converge dans B ax s

2™ =" k™)

nez

avec

et xE{”) comme précédemment. Alors, pour tout n € Z, la suite (xﬁlm))m converge dans E+.

Preuve : Posons y(m) — p(m+1) _ p.(m) — ZnEZ Ko [yng)]’ avec yglm) comme précédemment. Comme
limy, o0 4™ = 0, en considérant vyax,#(y™), on trouve limy, 4o y,(bm) =0.
Or, on a
3wl =3 k) Y Ry
nez nez nez

D’apres le corollaire x%mﬂ) s’obtient par le passage a la limite décrit dans le lemme

D’aprés le corollaire et la convergence uniforme décrite dans le lemme [6.2.2] on trouve que

x%mﬂ) — x%m) tend vers 0 quand m tend vers 'infini, d’ou le lemme. [ |

Corollaire 6.3.7. Les espaces X, sont complets pour la valuation vmax F.

Preuve : Cela résulte du lemme [6.3.6] et du lemme [6.2.3 [ |

6.4 X est I’ensemble des éléments d’ordre 1

En utilisant la stabilité par addition (corollaire [6.2.4) et le fait que les X, sont complets pour
Umax, 7 (corollaire [6.3.7), on va maintenant montrer que X est dense dans Pensemble des éléments
d’ordre 1 de Bxg’ = pour la topologie donnée par vmax, r, et donc (puisqu’on a montré que X est
complet pour cette métrique) que ces deux ensembles sont égaux.

Lemme 6.4.1. [l existe une section Op-linéaire continue du morphisme surjectif 0 : KJIS — Oc¢,-

Preuve : Soit (e;)ics une famille d’éléments de Oc, dont les classes modulo 7 forment une base
de Oc, /mrOc, sur kr (le corps résiduel de Op). Choisissons aussi des ¢; € E tels que &(0) =e;.
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Tout élément = de Oc, s’écrit alors sous la forme z = Zie ; ZTi€;, avec x; € Op, tendant vers
0 selon le filtre des complémentaires des parties finies de 1. On pose

s(x) = le[é;] € A;

icl
L’application s est alors linéaire et continue (par construction), et 'on a 0(s(z)) = «. [ |

Par linéarité, ce résultat s’étend a ]§1+, Fixons donc une section F-linéaire continue s de
0: B} — C,, telle que 5(Oc,) C Af.

Lemme 6.4.2. Soit w € K; un générateur de ker 6. Tout élément x € Apax,p s'écrit de maniére

unique sous la forme
“+oo w n
x = Z s(an) () ,

s
n=0 F

avec a, € Oc, vérifiant lim, o a, = 0. De plus, six € A;, alors on a vp(an) = & pour tout

n € N.

Preuve : Posons zg = z. Si z, € Apax,r, n € N a été défini, on pose a, = 0(x,) € Oc,.
Alors z,, — s(an) € Apmax,F est dans le noyau de 0, donc dans #AmaX’F, et 'on définit alors
Tny1 = 7F (2 — s(an)).
On obtient ainsi deux applications Op-linéaires continues de Ay ax r dans (Apax, )N et
(Oc, )N respectivement, qui &  font correspondre respectivement la suite (z,,) et la suite (a,).
On va maintenant montrer que la suite (z,,) tend vers 0 pour la topologie p-adique. Comme
an = 0(z,), cela a pour conséquence que la suite (a,) tend aussi vers 0, et comme, pour tout

N>0:
N—-1 w n w N
T = Z s(an) () + TN (> ,
"—0 TF T

on en déduit aussi, par passage a la limite, la relation

z = ios(an) (“’)n

Y
n=0 r

Considérons d’abord le cas ou x est dans A;C Alors, pour tout n € N, z,, est dans ﬂl’fﬂ;&; et
an est dans 7% 0Oc,,, donc en particulier les suites (x,,) et (a,) tendent vers 0, et 'on a au passage
montré la derniére affirmation du lemme.

Notons maintenant que les suites associées a #x sont #x, Tg,T1,T2,... et 0,a9,a1,aq,....

Par linéarité, on en déduit que les deux suites associées a un élément de A;C [%} tendent vers 0

pour la topologie mr-adique.

Enfin, :&JPC [#} étant dense pour la topologie p-adique dans A ax, r (par définition de Apax r),

on en déduit par continuité que les suites (z,) et (ay) associées a tout élément x de Apax,F
tendent vers 0.
Tout élément de A, ax 7 s’écrit donc sous la forme annoncée. Enfin, si I'on applique la

construction ci-dessus a
“+ o0 w n
Tr = Z 5<bn) <> S Amax7F>
TF
n=0
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avec b, € Oc, et (b,) tendant vers 0, on trouve
+00 W \
Ty = ,;LS(bk) <7TF> et an = by,
d’ou I'unicité.
Corollaire 6.4.3. Tout élément x € Apax r $’écrit de maniére unique sous la forme

F

n

avec b, € Og, vérifiant lim,_, o b, = 0. De plus, si x est dans 11;5, alors on a vy(b,) > or

pour tout n € N.

Preuve : On peut appliquer le lemme précédent avec w = [Tr| — mp, ce qui permet d’écrire = sous

la forme . B §
z =Y s(an) ([;TF] ) ,

n=0 r

avec (a,) une suite d’éléments de Oc, qui tend vers 0. On a alors

=3 sl (Z (i) (T)>

S () (2

donc x s’écrit sous la forme annoncée, avec
400 n
n—k
by = E <k>(_1) Q.
n=~k

(Comme la suite (a,) tend vers 0, ces sommes convergent, et la suite (b,) tend vers 0).
Montrons maintenant 'unicité. Par linéarité, il suffit de montrer que si

0= §5<bn) (@)

alors les b,, sont tous nuls. Commencons par refaire a ’envers la transformation précédente. On a

=S (5(0) (2 )

£(E6) ()

donc, d’apres le lemme précédent,

+o0 n
Z (k) b, =0 pour tout k£ € N.

n==k
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Supposons maintenant que les b, ne sont pas tous nuls. Comme la suite (b,,) tend vers 0, il existe
un N € N tel que v,(by) = infen vp(by) et ,pour tout n > N, v,(by,) > v,(by). Or on a

00 n
bv=— Y (N>bn,

n=N+1

donc v, (by) > v,(bn), d’ott la contradiction recherchée.
La derniére affirmation découle directement de la propriété analogue dans le lemme précédent,
et de 'expression de b,, obtenue ci-dessus. [ |

Tout élément x de A, r s’écrit donc de maniere unique sous la forme

oS ()

TF

avec (a,) une suite d’éléments de Oc, qui tend vers 0. Etendons d’abord ceci en une description
de 7 ((BQaX’F)”maXvF>A>, pour A € R.

Lemme 6.4.4. Soient A € éz et m € N, et soit x un élément de

90? ((B+ F)vmax,F>A) c (BJr F)vmax,F>A

max, max,

Alors x s’écrit de maniére unique sous la forme

Jio [7F]\"
x = s(an) ()
n=0 mr
avec (a,) une suite d’éléments de C,, vérifiant :

e vy(a,) = A pour tout n € N ;

o limy, ioovp(an) = +00 ;

e vplan) = A+ - — S~ pour tout n € N.

qmer

Preuve : D’apres le corollaire m (appliqué a WﬁeF z), z € Bl . vasécrire de maniere unique

sous la forme e .
)

TF
n=0
avec (a,) une suite d’éléments de C, tendant vers 0. Il s’agit de montrer que cette suite (a,,)
vérifie les propriétés annoncées, les deux premiéres découlant directement du corollaire [6.4.3]
)”maxf?A). Il existe donc un y € B

max, F’ max,F

On a supposé de plus que = est dans ¢ ((BJr

avee Umax, 7 (y) = A, tel que z = P (y). Ce qui précéde s’applique tout aussi bien & y, et on peut
donc écrire (de maniére unique)
“+o0 ﬁ}] n
= E S| C —_—
Y ( n) ( TF )

n=0

avec (cp,) une suite d’éléments de C,, vérifiant :
o vp(cn) = A pour tout n € N ;
o limy, g0 Vp(cy) = +00.
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On a alors

& (EEY S "

r = s — | = Ja — .

S stw) (Z2) = X et (72

n=0 n=0
On va maintenant chercher a relier ces deux formes.

Pour tout n € N, ¢ (s(cy)) est un élément de B, vérifiant vmax, r (¢’ (s(cn))) = A. D’apres

le corollaire [6.4.3] on va pouvoir ’écrire de maniére unique sous la forme

—+o0

P (s(en)) = Y s(dnp)[TF)",

k=0

avec dp ; € Cp, vp(dp i) = A, limg_ 4o dy i, = 0. On a alors

. f PR (5(cn)) (@)

donc, pour tout j € N :

donc

Corollaire 6.4.5. Avec les notations du lemme précédent, on a, pour tout n € N :

7/-(-\1—; " m Umax >A_L
stan) (E2) € 0 (B )24 5).

Preuve : En effet, on a vy(a,) > A et 5(Oc,) C KJ},C, donc 55?—,1‘) est dans wgeF_”KjE, donc
F

s(an) <[;_ri]> S W?W—”X} c X.

De plus, l'inégalité vy,(a,) > A+ P montre de méme que

n
qmer

s(@n) _ _Aep—Tg~mnl 3+
o ETp AL,
F
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donc

d’ot le corollaire. ]
Lemme 6.4.6. Pour tout A€ R, on a

ﬂ <(B$ax F)vmax,p>A—mh> c X.
meN

Preuve : Soit A € R, et soit

ze @p( Fr )mM&F>Afmh>.

meN

D’apres le lemme [6.4.4] on peut écrire

avec (an) une suite d’éléments de C,, vérifiant :
o vp(an) = LAEFJ pour tout n € N ;
o lim, 100 vp(an) =400 ;
o vplan) >l omp o _n
En particulier, cette série converge dans Bmax - Or, d’apres le corollaire ses termes sont
dans

pour tout m € N et tout n € N.

LAep|—1
X (B> 557 )
D’apres le lemme [6.3.1] ils sont donc dans X, pour
h |Aep]—1 7%
= — °F a—+
g—1"
D’apres le corollaire les sommes partielles de cette série sont aussi dans X,. Enfin, d’apres

le corollaire [6.3.7] la somme de cette série, ¢’est-a-dire z, est dans X,, donc dans X. |

Corollaire 6.4.7. L’ensemble X est l’ensemble des éléments d’ordre 1 de Brlg P

Preuve : En effet, on sait d’apres le corollaire [6.3.2) [6.3:2 que les éléments de X sont des éléments d’ordre

1 de Brlg >, et le lemme précédent donne l'inclusion réciproque. ]
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6.5 Application aux sous-espaces propres de ¢p

Lemme 6.5.1. Pour tout A € Op vérifiant v,(A\) < h, on a linclusion

(B,

max,F

yPr=A C X,

Preuve : En effet, soit x € (B}

maX’F)WF:/\. On az = ¢ (A"™z), donc

= ﬂ o ((B$ax F)Umax,FZUmax,F(ﬂi)*mh> ,
m>=0
d’ou le lemme. ]
Les résultats connus sur X s’appliquent donc aux éléments de (B .)¥7=* pour v,()\) < h.

Lemme 6.5.2. Soit A € Op vérifiant v,(\) < h, et soient

T = Z KnlTn] et Yy = Z Kn [Yn]

nez neEZ

deuzx éléments de (B:;ax,F)vF:)\' Alors la différence

(n RCICY

er hlogp

Umax,F(x - Z/) - lnf

nez 1Og Uﬁ(ajn - yn))

est bornée uniformément en x et y.

Preuve : On a
inf (mh + Umax,F(‘p;m (LC - y))) = vmax,F(x - y);
meN

donc, d’apres le lemme

loglogp

_ logwx(z—y) o h n log(q —1) —logh
log p '

log p = q—1 log p

g 'Urna,x,F(x - y)

D’autre part, d’apres le lemme [6.3.3] on a

1
wx(z—y) = iIelfzpn/eF max (Uﬁ(xn — Yn), logp> .

Posons v,, = vg(mn — y,) pour simplifier les notations. On obtient alors

1Oglogp<11max1r(x—y)—inf E—&-max logvn7_loglogp < h +log(q—1)—logh.
log p ’ n€Z \ ep log p logp q—1 logp

Appliquons ceci & @ (x) = ANz et T (y) = A™y, pour m € Z. On trouve

loglog p i n log vy, loglog p
B8P v (@ —y) — inf (= h—vp(\), =282, (A
oz p Vmax, 7 (T — Y) inf o + max Tog p + m(h —v,(N)) Tog p mup(A)

h log(q — 1) —logh
+ .
q—1 log p

X
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Or, on a

log v, vp(A)  loglogp 1 vp(A)
logp h logp h

log vy, log1
< inf max ( ffgv + m(h —vy(N)), _ogloep mvp()\)>
p

meZ logp
o log v, vp(A)  loglogp . vp(A) o (1- vp(A)
~logp h log p h P h )’
donc
A) logl A) log vy,
WOIISD ) (1 V)
ogp n EF ogp
o h n log(qg— 1) —logh + (w00 - loglog p 1 vp(A)
Sq—1 logp P logp h )’
d’otu le lemme. [

Pour finir, donnons quelques conséquences intéressantes de ces calculs.
Corollaire 6.5.3. Pour tout a vérifiant 1 < a < hep, Uapplication

P, : (m~) R <B+ )SOF:W;

E max, F’
“hin/al
(ai)osica +— > Fn [aifaLn/aj}
nez

est un homéomorphisme, et ®, et ®,; 1 sont uniformément continues.

Preuve : L’injectivité résulte du corollaire la surjectivité résulte du lemme [6.5.1] et de la
définition de X, et la continuité uniforme de ®, et ®, ' résulte du lemme m [

a
La loi d’addition de B;ax r se traduit alors en une loi de groupe analytique sur (mﬁ) .

Les périodes tx se représentent en particulier sous la forme ci-dessus.
Proposition 6.5.4. Il existe un unique ur € mg tel que
tr = Z Teluk .
nez

De plus, ur est fize sous U'action de Gp__, et l'on a vﬁ(u}-) = ﬁ.

Preuve : Comme tr € (BI';&X’F)*”F:”F, l’existence et I'unicité de uz découlent du corollaire

Comme ¢r est fixe sous 'action de Gr__, ur l'est aussi.

Enfin, on a vpax r(tr) = ﬁ, donc
. n _ q
£ s (up) = —
nez er +a "vglur) er(g—1)’

donc

vg (uF) = sup ¢" (q - n) = —.
nez er(q—1) er er(g—1)
|

Pour finir, notons que le lemme principal s’en déduit relativement aisément dans le cas
particulier ot 0 < vp(a) < h.
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Lemme 6.5.5. Il existe deux constantes A, B > 0 (ne dépendant que de F) telles que sin > 1
et si x € mg vérifie
vge—o@) >4 (o€,

alors on a
vg(r —o(x)) > B (Vo € Gr,).
Preuve : En effet, prenons A = 1, et considérons un x € mg vérifiant
vg(r —o(x)) 21 (Vo € Gp,.,)-
Alors (9 ¢ mg, vérifie

vp(2® — o(z@)) > 1 (Vo € Gr,,.)-

D’apres le théoréme d’Ax-Sen-Tate, on peut donc écrire (pour p > 2) :

2@ = xéo) + mgo)
~—~ ~—
€Emp, 4 vp21—ﬁ

0 . . . -
Comme x(() ) e OF, .., la théorie de la ramification supérieure donne :

1
’Up(q;go) — U(xéo))) > m (VU S Qpn),
donc .
. p
v, (20 = o(2(9)) > min ((q — 1)eF,l e 1)2) (Vo € Gr,),
donc

vz(z —o(z)) > B (Vo € Gr,)

avec B = min <( - (pfl)Z ), ce qui démontre le lemme dans le cas p > 2.

L1
g—1l)er’
Pour p = 2, prenons A = 4. Alors z(?) € mg, vérifie

up(a® —o@®) 21 (Vo€ Gr,.,),
donc #(© = (2?)* € mg, vérifie
(@ —o(@®) >3 (Vo€ Gr,.).

On peut alors procéder comme dans le cas p > 2, et 'on trouve que

= min 1 — p = 1
b= ((ql)ep’3 (p1)2) (¢ — Ler

convient, ce qui démontre le lemme ci-dessus dans le cas p = 2.

Corollaire 6.5.6. Soient C >0 etn>1. Soitx € mg vérifiant

vs(e—o(@)=C (Vo €Gr,.,),

alors on a

vz (z —o(x)) > cC (Vo € Gr,),

pour une certaine constante ¢ > 0 indépendante de x, n et C (mais dépendant de F ).
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Preuve : En effet, soient A et B comme dans le lemme précédent. Posons

N— FogA—logC-‘ 7
log p

de sorte que vﬁ(xpN - U(xpN)) > A pour tout o € G, ,,. Alors on a

vgla?” —o@")>B  (Voegp,),

E
donc
vg(r —o(z)) > p VB (Vo € GF,).
Enfin, on a
o, —lo B
VB iRy B
pA
donc ¢ = % convient. ]
p
On en déduit alors le lemme suivant, qui démontre en particulier le lemme sous la

condition 0 < v,(a) < h.

Lemme 6.5.7. Soit a € Op avec 0 < vy(a) < h. Il existe une constante ¢ € R, dépendant
seulement de F et a, telle que pour tout A € R, tout n > 1 et tout x € (B VPE=C wérifiant

max,F
Umax,F(m - O'(JJ)) > A (VU € an+1)’

on ait :
Vmax,F(z —0(z)) =2 A—( (Vo € Gr,).

Preuve : Cela découle directement du lemme [6.5.2] et du corollaire précédent. [ |
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